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Weil Du mehr Punkte verdient hast!

Hi,
ich bin Nick, Griinder von AKADEMUS, Abi-Experte, Autor und Diplom-Mathematiker. Eventuell

kennst du mich von TikTok oder Instagram. Dort erreiche ich als @mathe.nick mit meinen Mathe-
tutorials Uber 200.000 Menschen taglich.

Dabei war ich nicht immer gut in Mathe. In der 9. Klasse hétte ich sogar beinahe eine 5 ins Zeugnis
bekommen. Aber von vorne. Nach einem missgliickten Ubertritt in der vierten Klasse, begann
mein schulischer Werdegang erstmal auf der Hauptschule, wo ich in der 5. und 6. Klasse die
Schulbank driicken durfte. In der 6. Klasse ist mir dann der Ubertritt mit durchaus guten Noten auf

die Realschule gegliickt. Party!

In der 7. Klasse Realschule hatte ich auch noch ganz brauchbare Noten. Dann kam die Pubertat
- und Méadchen. Das Resultat am Ende der 9. Klasse kennst du ja bereits. Aber eine unerklérli-
che mindliche Note hat mich irgendwie gerettet. Trotz schlechter Noten war es damals irgendwie
mein Traum zu studieren. Ich hatte mit Informatik geliebaugelt. Also musste ein Abitur her. Das
Dumme daran war, dass man einen bestimmten Schnitt nach der 10. Klasse brauchte, um an die
Fachoberschule gehen zu durfen. Was soll ich sagen, von diesem Schnitt war ich am Ende der 9.

Klasse Lichtjahre entfernt.

In den darauffolgenden Sommerferien hatte ich also beschlossen, dass jetzt Schluss mit meinen
schlechten Noten ist. Ich hatte einfach keinen Bock mehr auf dieses Frustgefiihl! Zu Beginn der 10.
Klasse war meine erste Amtshandlung, dass ich mich in die erste Reihe gesetzt hatte. Ich fiihlte
mich so eklig. In meinem Kopf saBen nur Opfer in der ersten Reihe. Und ich! Dass mich fast alle
Lehrer gefragt haben, ob ich mich aus Versehen in die 1. Reihe verirrt habe, machte es Ubrigens

nicht leichter.

Cool war allerdings, dass ich plétzlich etwas vom Unterrichtsgeschehen mitbekommen habe. Und
man mag es kaum glauben, aber dadurch ging sogar mein Arm ab und zu nach oben, um mich zu
melden. Da meine Armbewegung flr die meisten meiner Lehrer fremd war, erntete ich zuné&chst
skeptische Blicke. Tatsachlich wusste ich aber zur Abwechslung mal etwas. Dadurch war es mir
auch mdglich, meine Hausaufgaben zu erledigen. Nicht immer richtig, aber hey - Fortschritt, nicht

Perfektion!

Etwa zwei Wochen nach Schulbeginn kam meine Klassenlehrerin auf mich zu. ,Mir geféllt, dass
du dieses Jahr besser werden méchtest. Weiter so!“, sagte sie. In meinen ersten Schulaufgaben
bekam ich meistens eine solide 3. Sicherlich nicht nobelpreisverdachtig, aber besser als letztes
Jahr! Und das Wichtigste: Ich war auf Kurs, was meinen Schnitt fir die Fachoberschule anging.

Die Monate vergingen und die Abschlusspriifungen nahten. Ich hatte mich zwischenzeitlich in
den meisten Fachern zwischen 2 und 3 eingependelt - auch in Mathe. Meinem Mathelehrer sind
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meine Bemihungen nicht verborgen geblieben. ,Nick, fir eine 2 hat es jm ; ==
nicht gereicht. Du bekommst eine gute 3. Aber, wenn du in der Aps chl ahresf,

o rtga ’
- ? , . > usspriif; P ng g
bekommst du die 2 auch in dein Zeugnis. Und ich spendiere djr auf der Abscl;,r; €ine SChre;:;ir
U ;
sagte er. Ssfeler g

Die Note 2 wollte ich in Mathe auch ohne die Aussicht auf ein Bier von Meine
Die Pfingstferien, direkt vor den Abschlussprifungen, wollte ich nochmal int m
bereitung nutzen. Ich habe mir sogar einen kleinen Lernplan geschrieben, |m Wesensi

dort, welches Fach und welches Thema ich an den jeweiligen Tagen lernen wollteelnthchen st
dann primér auf alte Abschlussprufungen gestlrzt. Nach jeder Matheeinhe; - Ich hap
sung mit der Musterldsung verglichen und geschaut, ob es fiir eine 2 gerei
verdammte Axt! Zumindest am Anfang nicht. Ich wurde im Laufe der zwej
kleinen Schritten immer besser. Gegen Ende der Ferien habe ich mich in
schlussprafungen auf eine solide 2 vorgearbeitet. ,Wenn jetzt nicht nyr
Abschlussprifung abgefragt werden, kann ich tatséchlich eine 2 in Mathe
mir.

Lehre

.  habg

ensiv f{ Meine Von.
r-

€ mi
t habe ich meing Lf:

cht hat. Hat eg Nicht
Ferienwochen aber in’
den meisten alten Ap.
ScheiBaufgaben in dey
Schaffen«, Sagte ich z

Am Tag der Abschlussprufung war ich nervoser als ein Schwarzfahrer in dem Mo
feststellt, dass ein Kontrolleur zugestiegen ist. Da die ersten Aufgaben aber recht gut liefen, legte
sich auch meine Nervositat schnell. Am Ende hatte ich ein gutes Bauchgeftihl. Die darauffolgenden
drei Wochen bis zur Notenbekanntgabe waren die langsten meines Lebens. Ich erinnere mich noch
sehr gut an den Tag. Die Notenbekanntgabe endete um 12 Uhr. Da ich leider meinen Bus verpasst
hatte, stand ich erst um 12:15 Uhr vor der Schule und rannte Richtung Sekretariat. Der Lehrer,
der die Notenliste hatte, kam mir schon auf seinem Nachhauseweg im Treppenhaus entgegen und
war vollig genervt, dass er jetzt nochmal alles auspacken musste.

ment, wo er

»Da is das Ding!!!* Ich habe tatsachlich eine 2 in der Abschlusspriifung geschrieben und damit
eine 2 im Zeugnis. Und ein Freibier! Was will man mehr? Auch die anderen Noten waren vélig
in Ordnung ftir mich, sodass ich am Ende der 10. Klasse im vorderen Drittel im Gesamtvergleich
gelandet war.

Die Fachoberschule war dann nicht mehr so spektakular. Am Anfang wurden meine Noten'kaZ
schlechter. Ich musste mich erst noch eingrooven, hatte mich dann aber relativ schnell wuedi){
gefangen. Am Ende der 12. Klasse stand ich im Jahresfortgang auf gut und schrieb im Mam-e?n:
11 Punkte. Vielleicht hatte es auch fiir eine 1 gereicht. Dann hétte ich aber sehr vienl mehr Zel
die Vorbereitung investieren mussen, die ich sicherheitshalber lieber in andere Facher g
habe.

esteck!

: d
seinem Lan
Wahrend meiner Zeit bei der Bundeswehr - damals musste man noch 9 Monit;anken zu st

dienen - entschied ich mich, Mathematik mit dem Schwerpunkt Versicherungen Analysis 1 von
dieren. Da ich groBen Respekt vor dem Studium hatte, kaufte ich mir das Buch ten in def Ka-
Neunzert. Dieses Buch habe ich dann wahrend meiner sinnlosen Zeit als Waczp‘s’z das niema"
serne durchgearbeitet. Da das nur so halblegal ist, hoffe ich jetzt einfach mgl, e i
von der Bundeswehr liest. Anyway: Mein Studium konnte ich ebenfalls.mlt edarfl
schlieBen und hatte in meiner Diplomarbeit sogar eine 1,0 - baaaaam! Seitdem

. lie
N i i achlich am .
offiziell Diplom-Mathematiker (FH) nennen. Wobei mir einfach nur Nicktats el

. eben. <
ziert, Schulern Nachhilfe Z”,g ogleite ich

i i ich Gbri it finan
Mein gesamtes Studium habe ich Gibrigens dami get habe- Hlerschﬂler um

hatte ich so viel SpaB, dass ich nach dem Studium AKADEMUS gjgrh“”
mit unserem Abiturkurs und dem #MatheMitNick—Coachmg. ]e-des aT X
Abitur. Ich habe damit meinen Traumberuf gefunden und bin jeden

¢ viele hundert
g sehr dankba
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Wenn du diese Zeilen hier liest, habe ich gerade fiinf Minuten deiner Lebenszeit aktiv verschwen-
det. Herzlichen Gliickwunsch! Vielleicht konntest du aber auch zwischen den Zeilen herauslesen,
dass Motivation und Lernstrategie einen ganz wesentlichen Bestandteil daran hatten, dass sich
meine Noten verbesserten. Nur so funktioniert es! Genau deswegen ist es mir so wichtig, dass
du in meinem Skript nicht nur die Mathematik erklart findest, sondern auch nitzliche Tipps fiir
Konzentration, Ausdauer, Motivation und Effektivitat. Diese kurzen Einschiibe vor jedem Kapitel
verlinken immer auf ein entsprechendes YouTube-Video.

Jetzt konntest du mich ein bisschen kennenlernen, sodass ich dir hoffentlich eine Frage stellen
darf:

Findest du nicht auch, dass du mehr Punkte verdient hast?

Ich kann sehr gut verstehen, wenn dir Mathe momentan einfach keinen Spaf3 macht. Und ich weif3,
wie es sich anfuhlt, wenn man tber eine gewisse Punktzahl einfach nicht hinaus kommt, egal wie
viel man lernt.

Dafiir hast du ab jetzt mich :-)

Ich liebe es einfach, Abiturienten dabei zu helfen, ihr ganzes Potential zur Entfaltung zu bringen.
Dabei spielt es keine Rolle, auf wie vielen Punkten du gerade stehst. Mit diesem Lernheft und
den dazugehdrigen Tutorials wirst du Schritt flr Schritt besser werden und dein Notenziel errei-

chen.

Damit das Heft nicht noch voller wird, haben wir die Lésungen fir dich digital ausgelagert.
Du findest neben jeder Aufgabenstellung einen QR-Code, der dich zu den passenden und

ausfihrlichen Lésungen fuhrt.
Ich wiinsche dir das Beste fiir dein Abitur und gebe dafiir mein Bestes. Versprochen!
Fette Punkte

Dein Nick
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Motivational #1

Es geht nicht darum, der Beste
zu sein. Es geht darum, besser
als gestern zu sein.

Bevor du mit diesem Matheskript loslegst, empfehle ich dir, dich mit deinem
Notenziel zu beschdaftigen. Nimm dir dafiir bewusst einen Moment Zeit. Deip,
Notenziel sollte ambitioniert, aber realistisch sein. Welche Note soll am Ende
auf deinem Abiturzeugnis stehen? Genau darauf arbeitest du ab jetzt hin!

Viele Studien belegen, dass Menschen mit Zielen effektiver, ausdauernder

und erfolgreicher sind.

@mathe.nick

Zu den
Motivationsvideos
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1.1

Funktionen

Grundfunktionen

Lineare Funktionen (Geraden)

e Steigung m, y-Achsenabschnitt b

fx)=m-x+b, firm#0

« Steigungsdreieck m = =4

(bei Geraden durch 2 Punkte gegeben)

« Nullstelle liegt bei x = —2

Quadratische Funktionen (Parabeln)
e Normalform

f(x) =y =ax?+bx +c, fura #0

e Scheitelpunktform
fx)=a-(x—d)?+e
mit Scheitelpunkt S(d|e)

¢ keine, eine oder zwei Nullstellen

Polynomfunktionen

e Summe von Termen px*:

3. Grad: f(x) = ax® + bx? +cx +d

4.Grad: f(x) =ax* +bx® +cx? +dx + e

e Grad n = héchster Exponent von x, fir a # 0

¢ maximal so viele Nullstellen (NS), wie der Grad
n der Funktion ist

2 3
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Wurzelfunktionen
e beachte v/x nur fur x > 0
e bei f(x) = ¥/x gilt:

— x € [0, 00) wenn n = gerade

— x € Rwenn n = ungerade

[=]

S
2 SEEles e je gréBer n, desto flacher der Graph ab x = 1
otenz

e einzige Nullstelle bei x = 0

Betragsfunktion
e Mehrere Schreibweisen:
— f(x) = abs(x) = |x|
X 220
~ x| =
—X, X<0
e immer positiv bei x # 0
e eine Nullstelle bei x = 0

Exponentialfunktion (Variable im Exponent!)

e Allgemeine Form:
f(x)=b-a*, mtxeR,a>0,a¥1,b#0

e Meistens: Die e-Funktion (mitb =1 und a = e)

— f(x) = &,x € R mit e als Basis
— e =2,71828... (Eulersche Zahl)

e immer positiv, keine Nullstelle

e Geht durch P(0|1), da a° = 1 flur jedes a > 0

Logarithmusfunktion
e Allgemeine Form:

f(x) = log,(x) = ::E—Z), mitx >0

~

Bedeutung: log,(x) gibt die zur Potenz x und zur
Basis a zugehérige Hochzahl an: a'%%%) = x

e Naturlicher Logarithmus:
loge(X) = In(x), mit0 <x € R

e Eine Nullstelle bei P(1|0) wegen log,(1) = 0 fur
jedesa >0
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o Dekadischer/Zehner-Logarithmus: f(x) = log,,(x) = log(x)

o Logarithmusfunktion ist Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion: e"® = x bzw. In(e*) = x

Die drei haufigsten trigonometrischen Funktionen

Sinusfunktion f(x) = sin(x) 5
Wichtige Eigenschaften:

e periodisch mit Periode 27

Amplitude a
>

Definitionsbereich D = R

T 2m

Wertebereich W = [-1,1] p

y-Achsenabschnitt bei (0|0) perW

punktsymmetrisch zum Ursprung

Kosinusfunktion f(x) = cos(x)
Wichtige Eigenschaften:

e periodisch mit Periode 27

/
\

o Definitionsbereich D = R

2n
o Wertebereich W = [-1,1]
¢ y-Achsenabschnitt bei (0|1)
-1

e achsensymmetrisch zur y-Achse
Tangensfunktion f(x) = tan(x)

Wichtige Eigenschaften:

Yy

e periodisch mit Periode 7
4

o Definitionsbereich D = R, nicht definiert bei 5

M O T O 2l
{i—z—,i?,i?...} on = X

-2

e Wertebereich W =R -4

e y-Achsenabschnitt bei (0|0)

o punktsymmetrisch zum Ursprung

Graphentransformation

Idee: Eine Ausgangsfunktion, z.B. die Normalparabel f(x) = X2, zu verschieben / spiegeln / stau-
chen / strecken. Dies kann uber folgende Manipulationen erreicht werden:




_

18 ! ~_ 1.Funktionen

g(x) = Dy = | W= | Wirkung auf den Graphen

f(x-a),ac R | Di+a Wy Verschiebung horizontal um +a

f(x)+a,a€ R Dy W;+a | Verschiebung vertikal um +a

fc-x),c>0 | L.D; | W |c>1:Stauchung
0 < ¢ < 1: Streckung

c-f(x),c>0 Dy c-W; | ¢ >1:Streckung
0 < ¢ < 1 : Stauchung

f(—x) ~Dy W, | Spiegelung an y-Achse

—f(x) Dy -W; | Spiegelung an x-Achse

Dabei ist z.B. Dy + a die Menge aller Summen a + x fiir x € Dy, entsprechend ist }__D, die Menge
aller Produkte 1x fir x € Dy. Beispiel Wir méchten f(x) = Xe

1. um 2 auf der x-Achse nach rechts verschieben
fX)=x2 = f(x) = f(x —2) = (x —2)% = f1(x) = (x —2)°
d.h. die Werte zu f; kommen im Vergleich zu f 2 Stellen ,spater”
2. an der x-Achse spiegeln
fi(x) = (x — 2)% = fo(x) = —F1(x) = —(x —2)?
d.h. durch ,—“ kippen die Werte

3. um den Faktor 2 strecken

fa(x) = —(x — 2)? = f3(x) = 2 Fo(x) = —2(x — 2)?

4. um 2 in y-Richtung nach oben verschieben

fa(x) = —2(x —2)2 > fy(x) = fa(x) + 2= —2(x —2)% + 2

1.4 Umkehrfunktion

Fur eine Funktion f(x) ist f~'(x) eine Umkehrfunktion, wenn fir y = f(x) gilt: x = f~'(y). Also wenn
wir in die Umkehrfunktion einen Funktionswert y der Ausgangsfunktion einsetzen, so erhalten
wir den dazugehérigen x-Wert. Die Umkehrfunktion macht die Zuordnung der Funktion rdckgan-

gig.
Vorgehen:

1. Funktion als y = f(x) schreiben und nach x auflésen

2. Variablentausch von x und y liefert f=1(x)
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Eine Funktion ist umkehrbar, wenn jeder Funktionswert y
nur an einer einzigen Stelle x € Dy angenommen wird:

f(x1) = f(x2) = X1 = Xa.

Eine solche Funktion f hat eine Umkehrfunktion f—', defi-

niert durch f='(y) = x, fur y = f(x), also f~"(f(x)) = x.

In manchen Fallen muss man den Defini-
tionsbereich einer Funktion einschranken,
damit die so eingeschrankte Funktion um-
kehrbar ist.

Beispiel f(x) = x2, definiert fir alle x € R,
ist nicht umkehrbar, weil z.B. (—3)%? = 9 = 32
und —3 # 3 ist.

Ist f(x) = x2 aber nur fir x > 0 definiert, ist
sie umkehrbar mit der Wurzelfunktion als
Umkehrfunktion: f=1(x) = v/x.

Beispiel Bestimme die Umkehrfunktion von
f(x) =2x + 1.

Wir arbeiten das obige Vorgehen ab
und I6sen die Gleichung nach x auf.
y =2x+1 |-1
& y—1=2x [:2
< 0,5/-05 =x

Das Tauschen der Variablen liefert die Um-
kehrfunktion f~'(x) = 0,5x — 0,5.

Beispiel Bestimme die Umkehrfunktion von
f(x) = (x + 1) fir x > —1.

y =(x+1?2 |y
& /Y =x+1 | —1
& -1 =x

Das Tauschenvonx und y zu y = /X — 1
liefert die Umkehrfunktionen

f1(x) = VX — 1

f(x) Dy Ws

=1(x) | W Dy

‘ A
\ y }
\ oo
) f(x) = x
\\
————2+ -
\
A
\\; L]
1 — (%) = VX
s
\
| [ N
5 R ! > X
dpr AN 2 3
e
bk 1 S e ] L
s 5

Nicht jede Funktion hat auch eine entsprechende Umkehrfunktion.
Der Variablentausch entspricht im Schaubild das Spiegeln an der Winkelhalbierenden!
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Was ist in der Funktion gegeben?
n Sachzusammenhan-

Wichtig ist, die Zusammenhange zwischen den Rechenoperationen und de
gen zu kennen (@ liest sich z.B. als durchschnittliche Geschwindigkeit):

f(t) = Hohe/Menge f/(t) Geschwindigkeit

f/(t) Beschleunigung
e @ Geschwindigkeit

— Zeit ik fab f(t)dt @ Hohe/Menge

f(t) = Geschwindigkeit f'(t) Beschleunigung

r
y2=¥1 g Beschleunigung

Xo—X1
Pl dE o Geschwindigkeit
Héhe/Menge mit C als Héhe/Menge int = 0

—* Zelt F(t)+C

f: f(t)dt Geschwindigkeit

 f(t) = Beschleunigung
_y Geschwindigkeitszunahme in [a, b]

s [Pf(t)dt @ Beschleunigung
Geschwindigkeit mit C als Geschwindigkeit

— Zeit F(t)+C
int=0
Aufgaben
A-1.1. Berechne die Steigung der folgenden linearen Funktionen:
a) f(x)=x+5 b) f(x)=4x +7 c) f(x) = 3x d) f(x) = —3x+3

A-1.2. Zeichne f(x) = |x + 2| und gib eine Fallunterscheidung ftr den Funktionswert an.

A-1.3. Zeichne f(x) = 2x? — 4x in ein Koordinatensystem. Erganze um folgende Funktionen:

a) g(x) = 2x2 + 4x b) h(x) = x? — 2x c) j(x) =2(x —1)2 —4(x — 1)

A-1.4. Gegeben ist die Funktion f(x) = 1‘23 — 1. Die Funktion g(x) ergibt sich durch Spiegelung
von f(x) an der x-Achse, anschlieBender Stauchung um den Faktor 0,5 und Verschiebung um
den Vektor (1, —1)7. Die Funktion h(x) ergibt sich aus den gleichen Manipulationen allerdings in
umgekehrter Reihenfolge. Gib die Funktionsgleichungen von g(x) und h(x) an ’

A-1.5. Gib die Umkehrfunktion(en) der folgenden Funktionen an:

a) f(x)=x+2 c) f(x)=3x+9 e) f(x) = (x +3)2, firx > -3

b) f(x) = 4x — 2 d) f(x)=x2+4, firx >0




2 Gleichungen Iosen

Zur Bestimmung von x solltet ihr folgende Standardtechniken beherrschen.

1. Umformen: 2. Umformen/Wurzel:
(wenn x' die héchste Potenz ist) (wenn es kein x, sondern nur x? gibt)

2x—8 =0 |+8
2X= 8 (552
& Xa=4

(>

Merke: Die Gleichung x? = a hat fur
e a > 0 die beiden Lésungen x = £4/a,

e a=0die einzige Lésung x = 0,

¢ a < 0 keine Lésung, denn es darf keine Wurzel aus einer negativen Zahl gezogen wer-

den! Lésungsmenge ist leer: L = {}.

2x2-8 =0 |+8
& 2x2 =8 |2
& X2l
& X=2 V. X=-2

3. Ausklammern: (wenn eine Seite Null und sonst nur Terme mit x)

1
X sz =0 |x ausklammem!

& X2 (1- 1XZ) =0
N~ 4
Fakior N — —

Ein Produkt (Faktor - Faktor)
ist Null, wenn einer der bei-
den Faktoren Null ist.

Faktor
Produkt

L2

x*=0&x=0 oder 1—Zx =0eXx=2VxXx=-2

4. pg-Formel: (Gleichungen der Form x2 + px +q = 0)

Direkte Lésung:

AR

=]
Pt
=]

Punktprobe

Gleichung mit
x° lésen
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Beisplel ox—4x—16 =0 |:2
x2_2x—8 =0 |pg-Formel anwenden

o4
2
-2 -2
e G (St Ve
& X=4VX=—2

E E 5. abc-Formel: (Gleichungen der Form ax?2+bx +c=0)

Direkte Losung:
J _p+ Vb2 —4ac
S s o Wi
abc-Formel
Beispiel
ox2 —4x—16 =0
() (_4)2—4-2~(—16) 4++/16+128 4+12
= s e L L S

& x=4V x=-2

6. Substitution: (Gleichung mit 2 Exponenten, die das doppelte voneinander sind)

Beispiel x* —2x? —-8=0 (biquadratische Gleichung)
Substitution: x? = Z:
Ao2i gt 2 or B0
———
quad. Gleichung

Gleichung mit pg-Formel [6sen: z = 4V z=-2.
Riicksubstitution/Resubstitution :

z=4 22X a2 nigh Sty =2V ==2

,-_2 ZX x2-_2: Quadratwurzel nicht méglich
7. Polynomdivision: (wenn nichts anderes geht)
Die erste Nullstelle durch Probieren herausfinden (raten)
fihren. Beispiel

und dann Polynomdivision durch-

f(x) = 2x® — 7x? +10x — 5

 Erste Nullstelle raten: mit Taschenrechner Werte einsetzen. Beachte: konstanter Term
5ist ein Vielfaches von allen Nullstellen. Man kann daher mit den ganzzahligen Teilern

(+1, £5) von 5 beginnen:

Probe: f(1)=2-13-7.12+410-1-5=0V

« Charakteristisches Polynom (x — X4) = (x — 1) aufstellen.
o Prifen, ob in der Funktionsgleichung eine Potenz von x ,fehit‘. Wenn ja, diese mit dem
Faktor Null ergénzen (hier ,fehlt nichts).

e Polynomdivision durchflhren:
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( 2x3—7x2+10x_5):(x—1)=2x2—5x+5

— 2x° +2x2
—5x2 + 10x
Sl
5x — 5
—5x +5
0

Wenn als Rest 0 heraus kommt, so hat man alles richtig gemacht!

¢ Gleichung des Restpolynoms 2x2? — 5x + 5 mit entsprechendem Verfahren lésen (pg-
oder abc-Formel: Zahl unter der Wurzel negativ — keine weiteren Nullstellen)

8. Gleichung mit e-Funktion I6sen:

o Wenn maglich: Alle e-Terme auf eine Seite bringen und 0 auf die andere Seite. Dann
ausklammern und Satz vom Nullprodukt anwenden.

e Sonst: e alleine auf eine Seite bringen = seitenweise mit In logarithmieren und In (€¥) =
x (Umkehrfunktion) anwenden.

Beispiele
(i) mit Satz vom Nullprodukt: (i) Term mit e alleine auf eine Seite bringen:
e -(x*-2)=0 8e=>_16 = 0 |+16
ez"=0éVX2—Xi:2 :‘;_2 & 8e~* = 16 |:8
A & erXa=:2 |In

& Ine=*>) = In(2)
= -2x = In(2) |:(=2)
& x = —In(2)/2

9. Newtonverfahren: (numerische Bestimmung der ungefahren Nullstelle)

o Gegeben: f(x), bilde f'(x) und wéhle einen (zufalligen) Startpunkt Xgtart

o Berechne aus dem bisherigen Punkt x,; den nachsten Punkt Xpey:

f(x;
| Xneu = Xstart — f,((Tn))
n

o Setze xney als X in die Formel ein und wiederhole, bis sich Xqeu nicht mehr signifikant
von X unterscheidet. Dann hat man eine Annaherung fur die Nullstelle gefunden:

Xo ~ Xneu
Beispiel x® — 15x2 — 175 =0

e Bilde f/(x) : f'(x) = 3x® — 30x
[ ] Wéhle Z.B. Xstart = 18
e Wende die Formel wiederholt an. Das erste Xay; iSt Xstart:




Loésungen

4 2. Gleichungen 16sen

Xaar | F(%) F(X) | Xneu = Xstart — 7105

18 797 432 16,16
16,16 | 127,93 | 298,64 15,73
15,73 5,63 270,40 15,71

Man kénnte hier beliebig lang weiter machen und so eine immer genauere AbschétZUng
der Nullstelle erhalten. Man hért jedoch dann auf, wenn sich der Wert von x nicht mehr
signifikant verandert.

Hier ist demnach das Ergebnis: x; ~ 15, 71

Merke: Pro Startwert finden wir nur eine Nullstelle! l

Aufgaben

A-2.1. Lose folgende Gleichungen durch Umformen.

a) 2x—-8=0 C) 4x—2=4 e) x2+x3=0
b) X +9=0 d) x2-16=0

A-2.2. | 6se folgende Gleichungen mit der pg-Formel oder abc-Formel.

a) x2+2x—4=0 c) 2x°> +4x+4=0 e) 6x(x+2)+4=0
b) X2+ 1x—3=0 d) 8x2+2x+6=0

A-2.3. Fiihre die Polynomdivision flr folgende Funktionen durch.

a) f(x)=x>—T7x+6 b) f(x) = x% +2x2 — 4x +1

A-2.4. In einem Fluss strémt das Wasser mit einer Geschwindigkeit von 5 km/h. Ein Schiff braucht
flussaufwarts 6 Stunden und flr dieselbe Strecke flussabwarts 4 Stunden. Mit welcher Geschwin-
digkeit wiirde das Schiff ohne Strémung fahren?

A-2.5. Lose die folgenden Gleichungen nach x auf.

a) e(x+1) —B8eX=0 C) (2 ey 3X)Ze7x+28 =0 e) e7x+28 = ez

b) 6 —3e* +3=0 d) 3e¥+3=-2

A-2.6. Fuhre die ersten beiden Iterationen des Newtonverfahrens zur Bestimmung der Nullstellen
f(ir die Funktion (x) = 1 — 5/x? mit dem Startwert x, = 3 durch.



3.1

Ableitung

e Ziel: Kenntnis Uber die Steigung m einer Funktion gewinnen
(Interpretation im Anwendungskontext oder flir weitere Rechnung)

e Bisher: Lineare Funktion = Steigung Uber Steigungsdreieck tberall gleich

o Neu: Nicht-lineare Funktionen haben keine gleichbleibende Steigung m

= Steigung nur noch punktweise bestimmbar

Zur Erinnerung
Steigung = Anderung in y-Richtung (Ay) pro

Anderung in x-Richtung (Ax): m = 4y heiten nach oben in y-Richtung.

Ax

Allgemein

z.B. Steigung von m = 2 bedeutet: Eine Ein-
heit nach rechts in x-Richtung und zwei Ein-

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit dem berechnen der Ableitung. Geometrisch entspricht der Wert
der Ableitung an einem Punkt der Steigung der Tangente an diesem Punki.

Notationen:
f(x) (Ursprungs-)Funktion
f'(x) 1. Ableitung
f’(x) 2. Ableitung
f"(x)  n-te Ableitung
Die h-Methode

Der Differenzenquotient gibt die Steigung der Sekanten
an: Mge, = 1X41="4) (vgl. oben m = 4%)

Wenn wir den Abstand h zweier Punkte verringern,
bis er unendlich klein wird (lim), wird die Sekante zur
Tangente. Die Ableitung ist dann am Punkt x durch den
Differentialquotient (Grenzwert des Differenzenquotien-
ten) gegeben:
f(x+h)—f(x)

h

, o .
L

YA !
(el e moetes

VAl

7

(&

// !

A s

/ 1

/ ]

/ 1

’ 1

’ 1

l

e 1
f(x) ¢ h R
QEESEE X x+h

>
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Wir merken uns:

3. Ableitung

e Steigung zwischen zwei Punkten = Sekantensteigung oder mittlere Anderungsrate

e Ableitung ist Steigung in einem Punkt = Ta
rungsrate

Besonders wichtig ist die Interpretation der Ableitung im
einen Wert in Abhangigkeit von der Zeit t beschreibt. Ei

ngentensteigung oder momentane Ande-

Sachzusammenhang, wenn die Funktion
nige Beispiele:

f(t) f(t)
Strecke Geschwindigkeit
i S i
Menge an Flussigkeit/Gas in einem Behalter | Zu-/Ablaufgeschwindigkeit
Population (Bakterien, Planzen ...) Wachstumsrate
Konzentrationen (oft: Medikament im Blut) Abbaurate
3.2 Ableitungsregeln
(1) Ableitung einer Konstanten: fix)=C —fl(x)=0
(2) Ableitung von x (fiirp=1):  f(x) =x = =1
(3) Potenzregel: f(x) = xP Sfi(x)=p-xP!
(4) Faktorregel: fx)=c-gx) —=fx)=c-gx)
(5) Summen-/Differenzregel: f(x) = g(x) £ h(x) = f'(x) = g'(x) £ h(x)
Beispiel  (3x2+4x—3)" = (3x®) +(4x) (3 Summenregel
3. (xz)' +4-(x)' —(8) Faktorregel

lynome
leiten

3. (2x)+4-(1)-0

6x +4

Neben Potenzfunktionen der Form f(x) = xP ha-
ben wir bereits weitere Funktionen kennenge-
lernt, wie die Exponential- und Logarithmusfunk-
tion. Bel diesen beiden Funktionen missen wir
uns die Ableitung einfach merken, denn die Ab-
leitung von z.B. f(x) = eX ist f'(x) = €*. Die Ab-
leitung entspricht also der e-Funktion selbst. Die-
se und weitere besondere Ableitungen stehen in
der nebenstehenden Tabelle, welche wir unbe-
dingt kbnnen mussen.

Regeln (1), (2) und (3)

zusammenfassen

f(x) f'(x)

e* e*

a* a*-In(a)
In(x) 1/x
sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(x)

VX =x'/2 1/(2vx)
1x=x"1| —x"2=-1/x?

Flr zusammengesetzte Funktionen gibt es neben der Summen/-Differenzregel noch drei weite-
re Regeln, welche je nach Form der Funktionsgleichung angewendet werden missen: Produkt-,

Quotienten-und Kettenregel.



3.2 Ableitungsregeln

Produktregel
fx)=ux)-vix) = f(x)=u(x) v(x)+ux)-v'(x)
Beispiele :ﬂ& ;V(i(i =u’ (x)-v(x) - =u(x) v (x)
f(3)i =Wk od = fi(x) = 2x-& + x*.& =& (x*+2x)

fX) =(@C-5)-vX = f(x) =6xtyx+%7F

Wird verwendet beim Produkt von zwei Funktionen, z.B. (x? + x) - €*.

Kettenregel

mit u(x) als duBere und v(x) als innere Funktion.

Beispiel f(x) = &
mit u(x) = & — U’(x) = e und v(x) = x? — v/(x) = 2x folgt
f1(x) = U'(v(x)) - V'(x) = € - 2x
Bei der Ableitung von e-Funktionen kdnnen wir uns einfach merken:

/ ’

(eetwaS) = eetwas X (etwas)

Achte auf Terme wie e, In(...) und (15 Dies sind typische duBere Funktionen.

Quotientenregel
u'(x) - v(x) — u(x) - v/(x)

(v(x))2

fX)=—= = F(x)=

Beispiel f(x) =

2—x—1

mit u(x) = 3x — /(x) =3 und v(x) =x2 —x — 1 = v/(x) = 2x — 1 folgt

3-(x*—x—1)—[3x (x—1)] 8x®-3x—3- (6x*-3x)

f'(x) =

(x2—x—1)2 (x2—x—1)2
_3x2—3x—3-6x2+3x _ -3x2-3
(x2—x—-1) (x2 —x — 1)

Anstatt die Quotientenregel zu verwenden, kénnen wir den Ausdruck auch einfach als
Produkt umschreiben und die Produktregel (und Kettenregel) verwenden. Zum Beispiel

kénnen wir g = x - @~* umschreiben und die Quotientenregel umgehen.

Produktregel

[m]er

Kettenregel

e-Funktion
ableiten

Quotientenregel




Ldsungen

Aufgaben

A-3.1. Bilde die Ableitungen folgender Funktionen.

a) f(x) =10 c) f(x)=2x+5 e) f(x)=x® +4
b) f(x) =x+10 d) f(x)=x° f) f(x) = x® +2x

A-3.2. Bilde die Ableitungen folgender Funktionen.

a) f(x) =x-In(x) c) f(x) = 30 e) f(x) = sin(2x) g) f(x) = 2x - eax+3
b) f(x) = vX d) f(x) = 24 f) f(x) = x -3

x5

A-3.3. Die Funktion f ist gegeben durch f(x) = —x? + 2x — 5. Berechne die Steigung bei x = —5.
An welchem Punkt hat der zugehdrige Graph eine waagerechte Tangente? Gib die Gleichung der
waagerechten Tangente an.

A-3.4. Die Strecke (in Metern), die ein Auto in einer bestimmten Zeit (in Minuten) zurticklegt, wird
durch f(x) = $x2 + 4x — 2 beschrieben.
a) Berechne die Geschwindigkeit des Autos zum Zeitpunkt x = 10 Gber den Differenzialquotienten.

b) Berechne die Geschwindigkeit des Autos zum Zeitpunkt x = 10 durch direktes Ableiten.

A-3.5. Ein Spazierganger geht nachts an yA
einer viel befahrenen StraBe vorbei, deren 3 P
Verlauf durch die Funktion f(x

N

f(x) = —x2 +3x

gegeben ist. Zum beobachteten Zeitpunkt
befindet er sich im Punkt P(2|3). An wel-
chem Punkt wirden ihn die Autofahrer von =0
der StraBBe aus sehen (d.h. wann sind die
Scheinwerfer direkt auf ihn gerichtet)? / \

O

) \
L



4.1

4.2

Sekante, Tangente und Normale

Sekantengleichung aufstellen

Y A
Zur Erinnerung L

Sekante
e Sekante = Gerade, welche den Gra- VP e S g r S ,
phen in zwei Punkten (P; und P,) ;

s | y2 = y1

schneidet |
e Sekantensteigung ‘ ;
moY _Ye-n :

AX  Xo — Xq ! > X

X1 6 =% X2

In der Regel sind eine Funktion f(x) sowie zwei Punkte Py (x1|f (x1)) und Py (x2|f (x2)) gegeben und
die Sekante y = mx + b ist gesucht.

Vorgehen am Beispiel: f(x) =3x2+1und x; = —1,x, = 2
1. Punkte ausrechnen: P;(—1|f(—1)) = (—1|4), P2(2|f(2)) = (2|13)
2. Steigung berechnen: m = ;15=4; = 3 =3
3. In Geradengleichung y = 3x + b den Punkt P; (P, geht auch) einsetzen und b ausrechnen:
4=3.-(-1)+bsb=7

4. Sekantengleichung: y = 3x +7

Tangentengleichung aufstellen

Zur Erinnerung YA i
Tangente

e Tangente beriihrt Graphen in P, \
Ausnahme: periodische Funktionen
(wie Sinus-/Cosinus-Funktionen)

e Tangentensteigung = Wert der Ablei- SR et

tungsfunktion bei x:

Mian = f'(Xo) 7 Xo flal
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ie Tangente y =
In der Regel sind eine Funktion £(x) sowie ein Punkt Py (xo|f (X)) gegeben und die Tangente y
mx + b ist gesucht.

Vorgehen am Beispiel: f(x) = 3x2 + 1 und xo = 1
1. Ableitung bestimmen: f/(x) = 6x
Punkt bestimmen: Py (xo|f (Xo)) = (1]4)

. Steigung berechnen: M = f'(xo = 1) =6
In die Geradengleichung y = 6x + b werden die Koordinaten von P, eingesetzt und b (y-

Achsenabschnitt) ausgerechnet:
4=6-1+bsb=-2

rM o

5. Tangentengleichung: y = 6x — 2

4.3 Normale, Senkrechte bzw. Orthogonale aufstellen

Y A

N

Zur Erinnerung f(x)

e Normale = Gerade, die senkrecht zur
Tangente steht

Tangente

» Steigung der Normalen ergibt sich aus

der Steigung der Tangenten e S ANEL e

1 1
m, == - ) f/ O
80w ) o) # ‘Normale

g X

In der Regel sind eine Funktion f(x) und eine x-Koordinate x, bzw. ein Punkt Py (xof (Xo0)) gegeben
und die Normale y = mx + b [st gesucht.

Vorgehen am Beispiel: f(x) = 3x2 + 1 und Xo =1
1. Ableitung bestimmen: f'(x) = 6x
2. Punkt berechnen P, (Xolf (x0)) = (1/4)

3. Steigung berechnen: Mnom = — -1 = :
tan

4=—%-1+b®%ﬂ=—%+b¢¢b=%

5. Normalengleichung: y=-Ix+ %
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4.4 Aufgaben |

A-4.1. Gegeben ist jeweils eine Funktionsgleichung f(x), die einen Graphen G beschreibt. Bestim- E
me jeweils die Sekante von G, die durch die Punkte Py (x1|f (x1)) und P (xa|f (x2)) verlauft. -

a) f(x)=4x*—1und x; = —1,5,x, = 0,5 c) f(x)=2x2—-5und x; = —5,%=1,5

b) f(x) =4x?—1undX; = —0,5,x, = 0,5 d) f(x) =3x2+2x+10und x; =3,x; = 0 L

A-4.2. Bestimme die Tangente von f(x) = 2x2 — 5 an der Stelle x, = —5.
A-4.3. Berechne die Gleichung der Normalen der folgenden Funktionen:

a) f(x) = —x%—-x+2undxp =2 c) f(x)=x3 —6x%+9x und xo = 2

b) f(x) =x?—-5x+10und xo = 5

A-4.4. Auf einem Spielplatz soll ein KlettergerUst errichtet werden. Geplant ist ein 4 Meter hohes
Klettergerist, das die Form einer umgekehrten Normalparabel hat und auf einer 2 Meter breiten
Basis steht. Um das Gerist zu stabilisieren, sollen auf beiden Seiten zwei Pfosten angebracht
werden. Die Pfosten sind jeweils in der Erde befestigt und am Klettergeriist so angelehnt, dass es
in einer Hohe von 3 Metern beruhren.

a) Zeichne eine Skizze fiir das Bauvorhaben.

b) Welche Funktionsgleichung hat die Parabel?

c) Wie groB muss der Abstand zwischen dem FuB3 des Klettergeriists und dem Fuf des jeweiligen
Pfostens sein?



Kurvendiskussion

Ubersicht tber geometrische Eigen-
schaften einer Funktion:

fx)

5.1 Grenzverhalten

a) Grenzverhalten
Zusatz:

b) Nullstellen
¢ Definitionsbereich

¢) Schnittpunkt

y-Achse o Wertebereich

d) Extrempunkte e Symmetrie

(HPund TP) e Skizze (grob)

e) Wendepunkte
(WP)

e Zeichnung (genau)

Untersuchung, wie sich Graph der Funktion im

Unendlichen verhalt: limy_, + f(x)

o Betrachte bei ganzrationalen Funktionen f(x)
immer nur den Term mit der héchsten Po-

tenz.

o Konstante Vorfaktoren &ndern nur das Vor-

zeichen, z.B.:
lim —5x?=— lim 5x°® = —o0
X—=%00 X—+00

e Bei der Multiplikation von x" mit einer

Grenzverhalten wichtiger Funktionen:

m 1) | fim 1o
c (o] c
xn>0 | (-1)" -0 00
x~"n>0 0 0
e 0 00
e 00 0

e-Funktion entscheidet der e-Term Uiber

das Verhalten im Unendlichen. Der andere
Term beeinflusst nur das Vorzeichen, z.B.:

lim x?e™* =0
X—+00 X——00

lim x?e™* - o0

Merke: * ,,gewinnt“
d.h. steigt oder fallt starker als jede
andere Funktion!




34

5. Kurvendiskugg;

9.2 Symmetrie

+ @ Symmetrie haben.

Achsen-
symmetrie

5.3

[ 5

E’@E Graphen kénnen punkt- oder achsensymmetrisch sein. Sie missen aber nicht unbedingt g

Punktsymmetrie zum
Ursprung
f(—=x) = —f(x)

Achsenymmetrie zur
y-Achse
f(—x) = f(x)

Vorgehen:
e Ist die Funktion ein Polynom? (Achtung: x = x! — ungerade)

— nur gerade Exponenten — achsensymmetrisch

— nur ungerade Exponenten — punktsymetrisch

e Aligemein: Teste die Bedingungen f(—x) = f(x) bzw. f(—x) = —f(x)

Beispiele
1. f(x) = x* — 2x2 — 4 — nur gerade Exponenten — achsensymmetrisch
2. f(x) = 2x® — 4x — nur ungerade Exponenten — punktsymmetrisch

3. f(x) =x2- e = f(—x) = (—x)? - e~%° = f(x) — achsensymmetrisch

Achsenabschnitte

Beispiel flr f(x) = 2x2 — 4x — 16

y-Achsenabschnitt:

Bestimme durch den Schnittpunkt mit der y-
Achse die Lésung der Funktionsgleichung
fur x = 0:

f(0)=2-0—4-0—16=—16

Achsenabschnitt: P, (0| — 16)

Xx-Achsenabschnitt(e):

Bestimme durch den/die Schnittpunkt(e) mit
der x-Achse (Nullstelle(n)) die Lésung(en)
der Funktionsgleichung fur y = f(x) = 0:

fx)y = 0
= 2x°-4x-16 = 0 | : 2, pg-Formel
= Xi= =2 Nae= 4

Nullstellen: P;(—2|0), P»(4|0)
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Einschub Intervallschreibweise

Im Folgenden werden Definitions-
und Wertebereich behandelt. Um

Schreibweise Mengenschreibweise Typ
diese korrekt angeben zu kénnen,
muss man wissen, wie man Men- 12, 0] (el s =) ) igoschiossen
genintervalle richtig angibt. Dabeiist ~ [&+0) b2w. [a,b[ | {x €R[a <x <b} halp-offen
die Unterscheidung zwischen offe- (@ blbzw.]a,b] | {x eR[a<x <b} halb-offen
nen, halboffenen und geschlosse-  (a,b) bzw. Ja,b[ | {x eR|a < x < b} offen

nen Intervallen wichtig.

Merke: Ein Intervall ist an einer Seite offen, wenn die Intervallgrenze selbst nicht mehr Teil des
Intervalls ist! Anstelle von Zahlen a, b kann auch das Zeichen oo fiir ,unendlich* mit .+ oder ,—*
als Vorzeichen in der Intervallschreibweise verwendet werden; ein solches Intervall istimmer offen
oder halboffen, weil co keine Zahl bezeichnet.

Definitions- und Wertebereich

Definitionsbereich

Der Definitionsbereich D gibt an, welche x-Werte in die Funktion eingesetzt werden dirfen (d.h.
fiir welche sie definiert ist). Wichtige Griinde fiir die Einschrankung des Definitionsbereichs:

o Aus der Anwendung heraus: z.B. Betrachtung eines festen Zeitraums 0 < x <6
o Mathematische Griinde:

1. s Verlangt etwas # 0
2. v/etwas verlangt etwas > 0
3. In(etwas) verlangt etwas > 0

Beispiel Bestimme den maximalen Definiti-

onsbereich von: zu2. x2 > 0 keine Einschrankung
VX2 zu 3.: RN T
)
In(2 — x)
& 2R X

Wir gehen die mathematischen Griinde

durch und erhalten Die gefundenen Bedingungen missen nun

noch zusammengefasst werden:
zu1.: In2-x) # 0 [et) el D N

&= 2—-x # 1 |+x-1 e i L
X<2|«
& x # 1 ~ 00 < X < oo}
|X7!1|

Der maximale Definitionsbereich von f(x) lautet: Dy = (—o0, 1) U (1,2) = {x e Rlx <2AX # 1}

~N 41— N
v

o, v
[=] ’
Bruchgleichung
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Wertebereich

Der Wertebereich IV ist die Menge von y-Werten, die man erhalt, wenn man jedes mdgliche x in

die Funktion f(x) einsetzt. Anders gesagt: Alles was fr y rauskommen kann! ‘
y A}

Wir betrachten den Wertebereich des ne-

benstehenden Graphen:

W =[-8; )

Hierbei ist —8 der niedrigste y-Wert, der er-
reicht wird, nach oben ist diese Beispielfunk-
tion allerdings nicht beschrankt!

_81

Extrempunkte

Gesucht: Extremstelle xg bzw. Extrempunkte £ (Xe|f (xg))

1. f'(x) und f”(x) bestimmen

2. Notwendige Bedingung: f'(x) = 0 = Suche alle Xg, welche diese Bedingung erfiillen

3. Hinreichende Bedingung: f/(x) = 0 (v) und f"'(x) # 0. Folgt bei xg:

e f'(x) = 0 und f”(xg) > 0 = Tiefpunkt (TP)
e f'(x) = 0 und f”(xg) = 0 = méglicherweise Sattelpunkt (SP)
e f'(x) =0 und f”(xg) < 0 => Hochpunkt (HP)

4. Berechne y-Werte: Setze xg in Funktion f(x) ein um Punkte E (Xelf (xg)) zu erhalten

Tipp: Bei f”(xg) = 0 ,Vorzeichenwechselkriterium* priifen:
1. Wéhle einen Wert ,links* (x;) und ,rechts* (x2) von Xg; 2.B. Xy = xg — 1 und x, = Xg + 1

2. Berechne f/(x4) und f/(x,)
(a) f(x1) <O Af'(x) > 0, daraus folgt ein Tiefpunkt bei xz

(b) f'(x1) > 0 Af'(xz) < 0, daraus folgt ein Hochpunkt bei xg
(c) Sonst: Sattelpunki!

absolut

Achtung: Ist nach dem Maximalwert in einem Intervall gefragt:
Intervallgrenzen ebenfalls tiberpriifen!

Ein ausgerechneter Hoch- oder Tiefpunkt hat nur ein lo-
kales Maximum oder Minimum, da global auch noch gréBere
oder kleinere Werte auftreten kdnnen (Randwerte).

Bei vorgegebenem Intervall [a, b] immer f(a) und f(b) mit
einbeziehen!

Drmax 10
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Beispiel f(x) = 2x® + 8x2 + 4x mit D = R
1. Ableitungen: f'(x) = 2x2 + 6x + 4 und f’(x) = 4x + 6
2. Notwendige Bedingung: f'(x) = 2x2 + 6x + 4 = 0 = x; = —2 und X, = —1
3. Hinreichende Bedingung:
(a) f"(-2)
(b) (1) =

4-(~2) +6 = —2 < 0 = Hochpunkt an der Stelle x = —2
-(—=1) +6 =2 > 0 = Tiefpunkt an der Stelle x = —1
4. y-Werte: y = f(-2) = —4/3und y = f(—1) = -5/3

Die Funktion besitzt einen Hochpunkt HP (~2| — #) und einen Tiefpunkt TP (—1| - 3).

5.6 Wendepunkte

Erinnerung: Wendestelle = Stelle, an der sich die Krimmung andert und ist der Punkt mit kleinster
oder gréBter Tangentensteigung in der Umgebung (= Anderungsrate = Wichtig fir Textaufgaben!)

Bcis | I

o_starkste Abnahme

/o starkste Zunahme \

Gesucht: Wendestellen xy, bzw. Wendepunkte W (xy f (xw))

e —————————e———————————————e s

1. f”(x) und f"”’(x) bestimmen

2. Notwendige Bedingung: f”(x) = 0, suche alle xy, welche diese Bedingung erfillen

3. Hinreichende Bedingung: f”/(x) = 0 (v) und f/(x) # 0. Xy in f"/(x) einsetzen

4. Berechne y-Werte: Setze xy in Funktion f(x) ein um Punkte W (xw |f (x)) zu erhalten

In Anwendungsaufgaben:
Beschreibt f(x) eine Menge, dann liegen bei den Wendepunkten die starksten Zu- oder Abnah-

men der Menge vor.
Beschreibt f(x) bereits eine Anderungsrate, (z.B. Geschwindigkeit), dann ist die gréBte/kleinste

Geschwindigkeit ein HP/TP.
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5.7 Monotonie

Gesucht: Intervalle (a, b), in denen die gegebene Funktion f monoton ist.
Dabel gibt es verschiedene Félle:
e monoton steigend: xy < X = f (x) < f (x2); Steigung '(x) > 0
e streng monoton steigend: x4 < xa = f (X1) < f(x2); Steigung f'(x) > 0
o monoton fallend: x; < X, = f (x4) > f (x2); Steigung f'(x) <0

e streng monoton fallend: x4y < xo = f(X1) > f (x2); Steigung f/(x) < 0
Um diese Bereiche zu bestimmen, kann man:

1. Funktionsgraphen betrachten (falls vorhanden)
2. Ableitung berechnen und Bereiche identifizieren, in denen f'(x) > 0 oder f(x) < 0 gilt. Daf-

(a) Nullstellen von f(x) finden (aus Extrempunkt-Berechnung bekannt)

(b) Zwischen den Nullstellen priifen, ob f(x) gréBer oder kleiner 0 gilt!

5.8 Krummung

f"(x) > 0 = f(x) ist links gekriimmt bzw. konvex U We .= RK

f’(x) < 0 = f(x) ist rechts gekrimmt bzw. konkav N )
(x) (x) g LK\)

¢ Rund um einen Hochpunkt ist die Funktion konkav.
o Rund um einen Tiefpunkt ist die Funktion konvex.

* An einem Wendepunkt @ndert sich die Kriimmung!




5.9

5.10

5.9 Zusammenhang zwischen Funktion und Ableitung 39

Zusammenhang zwischen Funktion und Ableitung

f(x) 4
Anhand der folgenden Grafik kénnen wir

schon sehen, wie f(x), f'(x) und f”(x) mit- . |
einander verbunden sind. NEW-Regel 1
e S ‘9/‘ |
N steht hierbei fUr die Nullstelle, E fur |
Extrempunkt und W fiir den Wendepunkt. |
o=
fx) IN|E | W
F(x) N|E|w fe)
() N | E | W

Was soll uns diese Tabelle sagen? Die
Tabelle zeigt zusammenfassend, welche
Funktion uns welchen Wert fir die jeweilige
Ableitung oder Aufleitung liefert.

Gucken wir uns dazu die Abbildung et- Fx) 4

was genauer an: Die Nullstelle der 2.
Ableitung f”(x) zeigt uns den x-Wert fur
den Extrempunkt der 1. Ableitung f'(x).
Dieser wiederum zeigt uns, wo die Aus-
gangsfunktion f(x) seinen Wendepunkt
hat.

Aufgaben

A-5.1. Wie verhalten sich folgende Funktionen, wenn x — +co beziehungsweise wenn x — —co
strebt?

2
a) f(x) =x° —x° ¢) f(x) = £=8
b) f(x) = x> —x®+100 d) f(x) = 5%; Lésungen

A-5.2. Sind folgende Funktionen symmetrisch? Wenn ja, welcher Art von Symmetrie folgen sie?

a) f(x) = |x| c) f(x) = —3x3 +2x e) f(x) = 2x + sin(x)
b) f(x) = %2 d) f(x) =x* — v5x? f) f(x) =x2 —6x+8

A-5.3. An welchen Stellen sind die folgenden Funktionen nicht definiert? Gebe Definitions- und
Wertebereich an.

a) f(x) = & b) f(x) = £=4 ¢) f(x) = 5 d) f(x) = &5
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A-5.4. Bestimme die Monotonie der folgenden Funktionen in dem angegebenen Intervall.
&) f(x) = 25, X € (—00,+00)

a) f(x) =X3, x € [0, 0)
d) f(x)= sin(2x + ), X € [-m, |

b) f(x) = 5=2, x € [1,00)

x3+2°

A-5.5. Bestimme alle Extrempunkte folgender Funktionen.

c) f(x) =3x2+10x

a) f(x) = 4x% + 10 b) f(x) = x%+3x%+4

A-5.6. Eine Pflanze wird von einem Bakterienstamm (N = 30) befallen. Der Bakterienstampm,
wachst exponentiell mit

fix)=N- g%
er Pflanze der Befall auf, er kauft sofort ein Gegenmitte|,

n. Erst am nachsten Tag denkt er daran, die Pflanze damit
rien und behindert das Wachstum, sodass die Entwicklung

an. Nach 4 Tagen fallt dem Besitzer d
vergisst es jedoch zunéchst einzusetze
zu bespriihen. Das Mittel totet die Bakte
der Population ab diesem Zeitpunkt durch

g(x)i= N el R

beschrieben wird.

a) Wie viele Bakterien existieren nach 2 Tagen?
b) Wann hat der Bakterienstamm sein Maximum erreicht?
¢) Wann ist die Zunahme der Bakterien am gréBten?

d) Wann ist die Pflanze gerettet, also alle Bakterien getotet?
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LGS losen

Gegeben: Mehrere lineare (kein X2 oder 4hnliches) Gleichungen, z.B.

(1) 2x1 +3xo 12

|
=

(I x3—x
formen ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit:
e n Unbekannten xy, .. ., x,

o m Gleichungen, die mit rdmischen Ziffern nummeriert werden ((1), (Il), (Il1), ...)

Losungsstrategien

Gesucht: Lésungen fir die Unbekannten xy, . .., X,.

Mégliche Ergebnisse:

o keine Losung: das Gleichungssystem ist nicht l6sbar
(z.B. wenn 0 = 1, also ein Widerspruch herauskommt)

o genau eine Losung: man erhalt fUr alle Unbekannten jeweils genau einen Wert (z.B.
Xp=1,X0= —1,...)

« unendlich viele Lésungen: unendlich viele Wertekombination fur die Unbekannten, z.B.
alle Paare (x,xz) mit xo = —xy fir das Gleichungssystem mit der einzigen Gleichung:
Xy +Xo=0

Um Gleichungssysteme zu lésen, kommen verschiedene Verfahren in Betracht:

o Einsetzungsverfahren o Additionsverfahren

o Gleichsetzungsverfahren o GauB-Algorithmus

Grundidee: Elimination von Variablen aus den Gleichungen mit n Variablen, bis nur noch Glei-
chungen von jeweils einer Variablen tbrig sind. Bei zwei Variablen kann man gut die ersten drei
Verfahren benutzten. Bei mehreren Variablen ist es allerdings oft sinnvoll, den GauB-Algorithmus

anzuwenden.

Beispiel: Wir lésen das Gleichungssystem vom Anfang mit den méglichen Losungsstrategien.
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6. LGS lgsen

Einsetzungsverfahren

Idee: Eine Gleichung nach einer Unbekann-
ten umformen und in die andere Gleichung
einsetzen. Gleichung (I1) umformen:

(Ila) X1 =X+ 1

(lla) in Gleichung (1) einsetzen:

=X

2ﬁ+3x2 =E2
& 5xo+2 = 12 |-2
& OXoR =8 OIE35
& Xole =S 2

Einsetzen in (lla) liefert x;:

X1 =\2/+1 =3

=X2

Additionsverfahren

Idee: Elimination einer Unbekannten (hier
X4 durch Addition/Subtraktion der Gleichun-
gen. Negativen Vorfaktor herstellen:

(|) 2X1+3X2 = 2
(1) X =% = el (G2)

( 2x+3x, = 12
(lla) —2xq+2x = -2
Addiere (1) und (lla):
() 2x3+3x, = 12
() 0+5x, = 10 |[:5
& XM=t 2.

Einsetzen in (1) liefert xq:
2x1+3:-2 = 12 |-6
& 2= BT 2

=4 ARSI

Gleichsetzungsverfahren

Idee: Beide Gleichungen nach derselbep,
Unbekannten umformen und gleichsetzen_
Wir formen nach x; um:

6 —1,5x,

(Ia) xi

X2+1

(la)  xq

(la) und (lla) gleichsetzen:

6—1,5% = xo+1 |—1
& 5-1,5% = X | +1,5%;
& Sei= 2.5 15215
& 2 = X

Einsetzen in z.B. (lla) liefert x4:

=SR2 ili=3
~~
=X
Merke: Mit allen Verfahren erhalten wir das
gleiche Ergebnis

X;=3 und X, =2

Beim Einsetzen von Gleichun-
gen/Werten Klammern setzen. Da-
durch behdlt man den Uberblick,
was eingesetzt wurde und vermeidet
Fehler!
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GauB-Algorithmus

Anwendung bei beliebigen Gleichungssystemen, spatestens bei 3 Gleichungen oder 3 Unbe-
kannten!

Gegeben sei das Gleichungssystem

(') X1 —Xo+2xz3 = 0
(”) —2X1 XOES 6X3 = 0
() xi-2 = 3

Verfahren: Mit dem Additionsverfahren aus Gleichung (Il) und Gleichung (1ll) x; eliminieren, dann
aus den Gleichungen X, eliminieren. Das Gleichungssystem erhalt dann eine Dreiecksform.

Elimination von x; in Gleichung (1) und (11l) durch Addition von Vielfachen der Gleichungen. Wahle
die Vielfachen so, dass sich x4 beim addieren/subtrahieren eliminiert:

M  xi—-x+2¢ = 0 () X —Xo+2x3 = O
() —2x1+xo—-6x3 = 0 |2-(N+() & (la) 0—xp—2x3 = O
(1) Xg—2x3 = 3 |(I)=(l) (la) 0—xp+4x3 = -3

Wir haben nun in der ersten Spalte in allen Zeilen, auB3er in der ersten, Nullen. Jetzt muss noch
das x, aus der 3. Zeile eliminiert werden. Damit kein x; mehr dazu kommt, sollte man hier nur mit
der 2. und 3. Zeile rechnen:

(I) X1 —Xp+2x3 = 0 (I) Xi—Xo+2x3 = 0
(”a) —Xo—2X3 = 0 < (1a) —Xo—2x3 = 0
(INa) —Xo+4x3 = =3 |(llla)— (lla) (Illb) 6x3 = -3

Wir erhalten direkt die Losung fur xs

6x; = -3 |:6

=

& Xz o= —% ==
und kénnen das Ergebnis in Gleichung (lla) einsetzen, um x, zu ermitteln:

=X3
=

aus (Ila) folgt: —x2—2-(—%) =40
< —Xo+1 = 0 [+X
& (=

Zum Schluss setzen wir die berechneten Ergebnisse flir x; und x, in Gleichung (I) ein, um die
letzte Unbekannte zu erhalten:

=X4 :/XL
~~ 1
aus (I) folgt: x; — 1 +2-(—§) = @
& xx—-1-1 = 0 [+2
= X =R



u sparen, kann man auch die Namgp,
Schreibweise verwenden. Trage Ny,

rend des Umformens Z
ffizienten-

Tipp: Um Schreibarbeit wéh
der Unbekannten weglassen und die Koe

ein, falls eine Unbekannte nicht auftritt.

6.3 Aufgaben

E A-6.1. Lose die folgenden linearen Gleichungss

(1 2xq + 3, = 3 (1) 6x1—X2 = 16
A-6.2. Lose die folgenden linearen Gleichungssysteme mit dem GauB-Algorithmus.
a) (I) Xq+2Xo —X3 = 2 b) (|) —3Xy+2X2 —X3 = —6
() 2x1—3X2+X3 = —1 () 2x3—3x2+X3 = 1
(I”) 3X4 —4X2+2X3 = (l”) X1 +X2—5X3 = U

A-6.3. Max und seine Eltern sind zusammen 85 Jahre alt. Seine Mutter ist 4 Jahre jlnger als sein
Vater. Seine Mutter ist 4-mal lter als er. Wie alt ist jeder der drei?

Xy Xo X3 S i | o
U A Y weiter verkurzt: e 5 | o

2 g =3O ; |
1 0o -2|3

ysteme mit dem Gleichsetzungsverfahren.

=11

2 20 S b) () —5% +2x



7.1

Modellierungsaufgaben

In diesem Kapitel versuchen wir Funktionsgleichungen aufgrund gegebener Informationen aufzu-
stellen. Dabei unterscheiden wir

o Steckbriefaufgaben und

e Trassierungsaufgaben.

Bei beiden Aufgabentypen sind Bedingungen vorgegeben, die die gesuchte Funktion erfillen soll.
Der Ablauf ist also nahezu identisch bei beiden.

Steckbriefaufgaben

Idee: Zu vorgegebenen Eigenschaften die zugehdrige Funktion (wie bei einem Steckbrief) fin-
den.

Gegeben: Mehrere Bedingungen (z.B. Nullstellen, Steigungswerte, y-Achsenabschnitt, ...)

Gesucht: Funktion f, welche alle Bedingungen erflllt

Vorgehen:

1. Um welche Art von Funktion handelt es sich? An der Anzahl an Unbekannten sehen wir,
wie viele Bedingungen aufgestellt werden miissen.

2. Ist eine Symmetrie vorhanden?

3. Wird eine Aussage Uber Punkte f(x) = y, die Steigung f'(x) = m, Extremstellen f'(x) = 0
oder Wendestellen f”(x) = 0 gemacht?

4. Alle Informationen in mathematische Gleichungen Ubersetzen.
5. LGS aufstellen und ldsen.
6. Funktionsgleichung aufschreiben und Probe durchflihren.
Beispiel Gesucht ist eine ganzrationale Funktion dritten Grades, deren Graph durch den Koordi-

natenursprung geht, bei x = 1 ein Minimum und im Punkt W(2/3 | 2/27) einen Wendepunkt hat.
Wir arbeiten hierflir unser obiges Schema ab.




%\’,//waufgabe
=== 0N
1. Art der Funktion: Ein Polynom 3. Grades hat die allgemeine Form:
Mita, b, ¢ und d liegen vier Unbekap,

f(x) = ax® + bx2 +cx +d te vor, die bestimmt werden Miissey

f'(x) = 3ax®+2bx +C Wir benétigen also 4 Bedingungen,

f"(x) = 6ax +2b

2. Aussage Uber Symmetrie nicht vorhanden.

atenursprung* folgern wir: (1) f(0) =0
die Info: (I1) f(1) =0
(I f"(2/3) =0 und (IV) £(2/3) = 2/27

3. Aus ,der Graph geht durch den Koordin
Minimum an der Stelle x = 1 bringt uns
Wendepunkt bei W(2/3 | 2/27) bringt uns die Info:

4. Informationen in LGS aufstellen :

2.03+b-02+c-0+d =0 =d=0

33-12+2b-1+c =0
6a-(2/3)+2b =0

5. Das LGS, bestehend aus den Gleichungen (I)-(IV), anschlieBend l6sen und wir erhalten fijr
die gesuchten Parameter a = 1, b=-2 c¢=1,undd = 0 sowie die gesuchte Funktion 3.

Grades mit der Gleichung f(x) = X3 — 2x + X.

Hier einige Beispiele fur typische Bedingungen:

...hat im Punkt (3/4)... f(3) =4
...geht durch den Ursprung... f(0)=0
...schneidet die x-Achse bei 5 ... f(5)=0
...hat bei x = 3 die Steigung m = —1... f'(3) = —1
... ist bei x = 4 parallel zur Geraden y = 2x +3... f'(4)=2
... schneidet die y-Achse bei 8... f(0) =8
...hat einen Extrempunkt bei £(0}5)... f(0) =5,f(0)=0
...berlihrt die x-Achse bei 5... f(5) =0,f'(5) =0
...hat bei x = =5 einen Wendepunk... f"(=5) =0
...seine Wendetangente bel x = —2... f"(-2) =0

7.2 Trassierungsaufgaben

Idee: Eine Funktion f finden, welche zwel andere Funktionen verbindet.

Gegeben: Funktion g und h, sowie ein Bereich [x;, x,], in welchem die Verbindung liegen soll.
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Vorgehen:

1. Aufgabenstellung sorgféltig lesen - Welchen Grad soll die zu erstellende Funktion haben?

e Treten nur die Begriffe sprungfrei und knickfrei auf, hat die gesuchte Funktion meist
den Grad 3: f(x) = ax® + bx2 + cx +d.

o Tritt zusatzlich der Begriff kriimmungsruckfrei auf, hat die gesuchte Funktion meist
den Grad 5: f(x) = ax5 + bx* + cx® + dx2 + ex + .

2. Aufstellen der allgemeinen Funktionsgleichung f(x) sowie der 1. und, wenn krimmungs-
ruckfrei verlangt wird, 2. Ableitung.

3. Bedingungen aufstellen:

e sprungfrei (,keine Llcke*): g(x;) = f(x;) und h(x) = f(x2)
* knickfrei (,selbe Steigung“): 9'(x;) = f/(x;) und h'(x2) = f'(x2)
e krimmungsruckfrei (,selbe Krimmung®): g (x) = f”(x;) und b’ (x) = f"(X2)

4. Alle Informationen in mathematische Gleichungen Ubersetzen, LGS aufstellen und lésen.

5. Funktionsgleichung aufschreiben.

Beispiel
Gegeben seien die folgenden Funktionen auf ihren jeweils vorgegeben Definitionsbereichen

g(x)=—x?+4, Dy=[-2;1] und h(x)=1, Dj=I[3;5].

Die beiden gegebenen Funktionen sollen
sprung- und knickfrei miteinander verbun-
den werden. Wie das ganze am Ende
aussehen soll, zeigt die nebenstehende Ab-
bildung. Wir arbeiten das obige Vorgehen
ab und vermuten aus der Aufgabenstel-
lung, dass die Funktion den Grad 3 haben
soll. Eine ganz allgemeine Funktion dritten
Grades sieht so aus: f(x) = ax®+bx?+cx+d.

Es gilt also 4 Unbekannte zu bestimmen: a,
b, cundd.

Dazu benétigen wir 4 Bedingungen. Zunéachst aber bilden wir fr die Knickbedingung kurz die 1.
Ableitung: f/(x) = 3ax?+2bx +c. Die 2. Ableitung ist nicht notwendig, da keine Information beztglich
des Kriimmungsrucks vorliegt. Jetzt stellen wir die Bedingungen auf:

(I) sprungfrei: g(1) = f(1)
(I sprungfrei:  h(3) = f(3)

=
) — RS D73 e S 0h e S 30 e )

() knickfrei: ~ g’(1)=f(1) = -2
) =

33 it #2h - e

27a + 6b + ¢

(IV)  knickfrei: ~ A'(3) = '(3) 0
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ssen wir jetzt mit den uns bekannten

Das Gleichungssystem, bestehend aus 4 Gleichungen, md
en Parameter erhalten wira =0, b =

Verfahren oder dem Taschenrechner 16sen. Fiir die gesucht
1/2, ¢ = —3 und d = 11/2. Die gesuchte Funktionsgleichung lautet demnach

1 11

f(x) = Ex2 =S Dy = [1;3].

Aufgaben

n Grades, deren Graph die x-Achse an der

A-7.1. Gesucht ist eine ganzrationale Funktion dritte
Maximum bei x = 4/3 hat.

Stelle 2 beruhrt, die y-Achse bei 1 schneidet und ein

A-7.2. Zwischen Hamburg und Man-
chen soll eine neue Eisenbahnstrecke
gebaut werden. Die Bauarbeiten wur-
den von beiden Stédten aus gestartet;
nun mussen beide Streckenabschnit-
te verbunden werden. Damit die Bahn
spater nicht von den Gleisen abkommt,
muss der Ubergang sprungfrei und
knickfrei sein. Wie lautet die Funktion,
die die beiden Streckenabschnitte ver-

bindet?




8.1

Optimierungsaufgaben

Der Begriff Optimierungsaufgaben (oft auch Extremwertprobleme genannt, finden wir aber etwas
verwirrend) fasst alle Aufgabentypen zusammen, in denen ein Maximum oder ein Minimum unter
bestimmten Nebenbedingungen gesucht ist. Wenn z.B. nach maximalen Volumen gefragt wird,
ist die Hauptbedingung V = .... Soll nach minimaler Oberflache gesucht werden ist die Haupt-
bedingung O = .... Die Nebenbedingung enthalt Informationen, wie zum Beispiel ein gegebenes
Volumen, wenn die Oberflache minimal bzw. maximal werden soll.

Losungsstrategien

Vorgehen:
1. Hauptbedingung (HB) aufstellen
2. Rand- bzw. Nebenbedingung (NB)

3. Nebenbedingung nach einer Variablen umstellen und in Hauptbedingung einsetzen
= Zielfunktion (ZF)

4. Zielfunktion auf Extremstellen untersuchen und alle fehlenden Werte bestimmen

Beispiel Gegeben sei die Funktion f(x) = —{x2 + 4,5 Vs
im ersten Quadranten. Welche Koordinaten muss der —

Punkt P besitzen, damit der Flacheninhalt des grauen | ‘
Dreiecks maximal ist? \P(u|f(u

HB:AA=%~g-h

s

>

n
/1

1

NB:g=uundh = f(u) = ‘5”2 +4,5 et \,(X)
Die Nebenbedingung ist in diesem Fall, dass der 1
Punkt P auf dem Funktionsgraphen liegen muss. Das \
ist eine niitzliche Information, denn so kénnen wir die T 1 1 IR
Grundseite g und die Hohe h in der Formel durch die T
Koordinaten von P ersetzen.
Fur die Zielfunktion setzen wir die Nebenbedingungen in die Hauptbedingung ein:

ZF: Ap(U) = = - u- <—%u2+4,5> & B +2,25u

12

N —

Wir untersuchen die Funktion nun auf Extremstellen. Die

notwendige Bed.: A’ (u) = —%uz +2,2520



ésungen

8. Optimierungsaufgaben

50

liefert die beiden méglichen Extremstellen Uy = 3 U[\d up = 3. Da_W'; ur;s laut t’)\Ufgat?entex
im ersten Quadranten befinden haben wir nur die Losung Uy ¥ 3. lez/ ruﬁugg,_ 0D wirklich g

Maximum vorliegt, wird mit der zweiten Ableitung gemach.t u'nd Ilefer.t A AI(u, = 3) _h_:? /2 <0 Fir
uy = 3ist die Zielfunktion, also die Flache des Dreiecks, erkll.Ch maximal! Jetzt noch die res,tlichen
Werte bestimmen, hier die y-Koordinate von P: f(3) = 3. Damit lautet der Punkt, der zur Maximale,

Flache des Dreiecks fuhrt P(3[3).
Typische Aufgaben, bei denen wir die Zielfunktion aufstellen méchten:

1) Flache - Seitenlange begrenzt

max. Flache, nur 400 m Zaun

HB: A(a,b)=a-b

NB: U(a,b) = 2(a+b) £ 400
< b=200-ainHB

ZF: A(a)=-a?+200a

2) Quader - Kantenlange begrenzt

max. Volumen, nur 84 cm Draht

HB: V(ah)=8a%-h
NB: K(a,h)=16a+4h = 84

& h=21-4ainHB z a

ZF: V(a) =3a%(21 —4a)

3) Dose - Material begrenzt

max. Volumen, nur 300 cm? Material

HB: V(r,h) =nr?h
NB: Ofr,h) = 2rr(r + h) = 300 h
& h=32_rinHB
T

ZF: V(r) = 150r — ar®

Aufgaben

A-8.1. Nenne die Formel fir den Flacheninhalt bzw. den Umfang eines Quadrats, eines Rechtecks
und eines gleichschenkligen Dreiecks. Nenne zudem jeweils die Formel fiir das Volumen eines
Wirfels, eines Quaders, einer Pyramide und eines Kreiszylinders.

A-8.2. Eine Schafsherde braucht mindestens 500 m2 Griinflache. Sie soll unter minimaler Materi-
alverwendung rechteckig eingez&unt werden. Wie viel Zaun wird bendtigt?

A-8.3. Die Funktion f(x) = —x? + 20 schliet mit der x-Achse eine Flache ein.

a) Welchen Flacheninhalt kann ein Dreieck maximal haben, das innerhalb dieser Flache liegt (also
mit einer Seite auf der x-Achse und dem dritten Punkt auf der Funktion)?

b) Maximiere den Flacheninhalt eines Rechtecks, dessen Flache zusatzlich noch auf den ersten
Quadranten beschrénkt ist.



Wachstumsprozesse

Wachstumsprozesse beschaftigen sich mit der Anderung des Bestandes in Form von Zunahme
oder Abnahme.

9.1 Lineares und exponentielles Wachstum

Lineares Wachstum Exponentielles Wachstum
o Konstante Entwicklung o Konstante prozentuale Entwicklung
o Ab-/Zunahme erfolgt in gleichen Ab- e Ab-/Zunahme erfolgt in gleichen Ab-
stdnden um den gleichen Betrag standen um den gleichen Prozentsatz
e Beschreibung durch Geradenglei- e Beschreibung durch Exponentialfunk-
chung: tion (mit p als Anderung in %):
y=m-x+boderf(t)y=m-t+b f(t)=a.qtmitq=(1iTga)
T 0.00050me q= (1 + Tg_o) > 1 Wachstumsfaktor

m > 0 Zunahme
q= (1 = %) < 1 Zerfallsfaktor

Beispiele Die folgende Abbildung soll uns als Ubersicht zum Thema Wachstumsprozesse dienen.
Hier sind lineare und exponentielle Prozesse gegenlbergestellt, so dass die Unterschiede deutlich

werden kdénnen.

Lineares Wachstum Exponentielles Wachstum

€1 €4 +5%=105

Exponentielles
Wachstum

+ 5%

————

E+5%

10
i +— Zeitt : ; t +— Zeit t
z.B. monatliches Taschengeld z.B. Geld auf Konto (Zinses-Zins)

1

H

1
+-I
@
x




Beispiel
Taschengeld

52

Lineare Abnahme/Zerfall

— Zeit t
z.B. abbrennende Kerze

Angabe mit e-Funktionen
Eine Prozentuale Zu-/Abnahme p kann mit der e-Funktion beschrieben werden:

100

9. Wachstumsprozeg
88

Exponentielle Abnahme/Zerfal|

Atome

-5%=-0,95

Z

f(t)=a-e!

B. radioaktiver Zerfall von Atomen

Hierbei ist k = In (1 £ £5), wobei ,+* jewelils filr eine Zunahme (k > 0) und ,—* fir eine Abnahme

(k

< 0) verwendet werden muss.

140 mg/dl. Es dauert etwa 3 Stunden bis sein Blutzuckerspiegel wieder den niichternen Zustang
von 100 mg/dl erreicht hat. Wie hoch ist sein Blutzuckerspiegel nach einer halben Stunde, wenn
von einer prozentualen Abnahme ausgegangen wird?

1. Relevante Informationen filtern:

()
(In)

t=0:
=85

£(0) = 140
£(3) = 100

Abnahme des Blutzuckerspiegels prozentual: f(t) = a - ek

2. Zerfallsfunktion durch Einsetzen der Informationen bestimmen:

aus (l): f(0)
aus (Il): f(3)
= 100
& 100
© 140
&  In(i%)
& k

Es folgt daher: f(t) = 140 . =011t

[}

]

a-ek0 =140

=a=140

| @ = 140 einsetzen
|: 140
[In

|:3

3. Zurtck zur Fragestellung: Setze den Wert fur t ein und bestimme f(t):

f(0,5) = 140 - %1105 132 51

Antwort: Der Blutzuckerspiegel betragt nach einer halben Stunde 132,51 5 (@am Ende muss
naturlich die Einheit an der Antwort stehen)
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Unbeschrankt oder beschrankt?
Es gibt beim Wachstum zwei Fille, die zu unterscheiden sind:

1. Gibt es keine Beschrankung des Wachstums/Zerfalls, so ist dieses unbeschréankt und wird
tber f(t) = a - €*! beschrieben (mit Startwert a = f(0) und k > 0 (Wachstum) bzw. k < 0
(Zerfall)). Fir die erste Ableitung gilt dann:

f(t) = £(0) - € = f'(t) = k - f(0) - €t = k - £(¢)

Gefragt wird bei Sachaufgaben haufig. ..

...bei unbeschranktem Wachstum nach ...bei unbeschranktem Zerfall nach der
der Verdopplungszeit (Zeit bis zum Halbwertszeit (Zeit bis zum halben
doppelten Startwert): Startwert):
f(tz) = £(0) - € = 2. £(0) f (tos) = (0) - €5 = 0,5-£(0)
In(2 In(0,5
:>t2=% =>t0,5= (k )

2. Der Bestand ist im Sachzusammenhang aufgrund bestimmter Bedingungen beschrénkt
(Beispiel: Abkiihlung auf Raumtemperatur)

ft)=S+c-e ¥ mitk>0,SeR

Logistisches Wachstum

e 10 it
e : (t) ~ 05+19,5- 004t
Das logistische Wachstum beschreibt Pro-
; : : 0
zesse, bei denen die Wachstumsgeschwin-
digkeit zunéchst zunimmt, bevor sie gegen
0 verlauft. Der Bestand nahert sich also ei-
nem Grenzwert asymptotisch an.
0,5 :

Die Funktion fir logistisches Wachstum lautet:

a-S

2+ (S-a) e 0O<a<Sunda=f(0),k>0,S>0

f(t) =

Dabei ist a der Schnittpunkt mit der y-Achse und S die Schranke.

Aufgaben

A-9.1. Um was fiir eine Art von Wachstum/Zerfall handelt es sich?

a) Die Starke eines Sonnenstrahls auf einen See nimmt je Meter Wassertiefe um 20% ab.

b) Ein Baum wachst jedes Jahr um einen halben Meter.

Lésungen

c¢) Eine Bakterienkultur nimmt jahrlich um 30% zu.
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A-9.2. Beim Ablassen von Wasser aus einer quaderférmigen Badewanne, die mit 200 Litern Wags.
ser gefilllt ist, lasst sich der Riickgang der Fillmenge aus der Badewanne durch f(x) = ~5x 4}
beschreiben (x = Zeit in Minuten).

a) Welchen Wert hat die Konstante b in der Funktionsgleichung?

b) Wie viel Liter Wasser sind nach 10 min noch in der Badewanne?

¢) Wann ist nur noch die Halfte der urspriinglichen Fiillmenge vorhanden?

A-9.3. Eine Pflanze wird von einem Bakterienstamm (N = 300) befallen. Der Bakterienstamm

wéchst exponentiell. Der Besitzer der Pflanze behandelt den Befall jedoch sofort. Das Mitte| reduy-
ziert die Anzahl der Bakterien nach

f(X) =NE e—0,25x

mit x als Anzahl der Tage.

a) Wann hat sich der Bakterienstamm halbiert?

b) Wann ist die Pflanze gerettet, also wann ist weniger als eine Bakterie noch vorhanden?

A-9.4. Das Wachstum einer bestimmten Kastanie ist durch

40 - e0,0Sx
= 9 + g0.05x

f(x)

beschrieben. Dabei gibt f(x) das derzeitige Gewicht der Kastanie in Gramm in Abhangigkeit von
X in Tagen an.

a) Wie schwer kann die Kastanie maximal werden?

b) Wie hoch ist die maximale Wachstumsgeschwindigkeit? Hierbei sind 2. und die 3. Ableitung
gegeben durch:

0,05x 0,05x __ 0,1x 0,05x 0,1x 0,15x
Flx) = 18¢e A £(x) = 8,1¢e 0,9¢ () = 3,645¢ 1,62e%X + 0,045¢

(€995 + 9) (80.05¢ + 9)3 (9+ eo,05x)4




O Integralrechnung

10.1

Bisher: Ableitungen berechnet = Information tiber die Steigung einer Funktion (Textaufgabe: An-
derungsrate) = Bestimmung von Hoch- und Tiefpunkten

Neu: Integrale
e Anschaulich: Berechnung des Flacheninhaltes unter dem Graph einer Funktion

o Anwendung: Aus Anderungsrate wird die sich andernde GroBe ermittelt (z.B.: aus der Ge-
schwindigkeit in km/h der zuriickgelegte Weg)

» Bestimmte Integrale (Integrale mit Grenzen) ) ab f(x) dx oder unbestimmte Integrale (ohne
Grenzen) [ f(x) dx

e Integration kann als Umkehrung der Differentiation angesehen werden

Grundlagen

Bestimmung von Integralen tber die Integration (Hauptsatz der Integralrechnung) fuir stetige
Funktionen f:

b
A= / f(x) dx = [F(X)]2 = F(b) - F(a)

mit einer Stammfunktion F von f in [a, b].

Definition: F ist eine Stammfunktion F(x) Stammfunktion
von f in einem Intervall J, wenn integrieren 1

F'(x) = f(x), fur alle x aus J El(x) = f00) Ausgangsfunktion
Ist F eine Stammfunktion von f, dann  differenzieren A

ist es auch F + ¢ mit beliebiger Kon-
stante ¢. Daher immer nur von einer
Stammfunktion sprechen, wenn das ¢ differenzieren &
nicht mit angegeben wird!

f'(x) 1. Ableitungsfunktion

f'(x) 2. Ableitungsfunktion
Wie beim Ableiten gibt es auch beim Integrieren bzw. Stammfunktion bilden Regeln:

1. Summenregel (jeder Summand wird einzeln integriert)
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2. Faktorregel (ein konstanter Faktor bleibt beim Integrieren erhalten)
3. Produktintegration (partielle Integration) = folgt spater

4. Integration durch Substitution = folgt spater

10.2 Typische Stammfunktionen

Erinnerung: Zu einer Funktion f(x) wird eine Stammfunktion F(x) gesucht.
Tipp zur Uberprifung: F/(x) = f(x)

Eine Stammfunktion zu der Funktion f(x) F(x)
f(x) =x", neN\{-1} 10 10x
e ; X 3x?
ermittelt sich allgemein tber 2
; X2 %XS
L n+1
F(x) = PR 5x7 x8

Dies lasst sich vielfach verwenden (s. Tabelle).

Nachweis einer

Stammfunktion  Flr Funktionen, welche nicht die oben angegebe- £(x) F(x)
ne Form x” haben, gelten andere Regeln. Wenn
| man z.B. fir f(x) = & als Stammfunktion F(x) = es ex
! A& angibt, dann stellt man fest: o e
e 3€

: /

‘1 _‘ F(x) = <ie’(2) et—2x Slet—2
(&) )+ (&) b S £
f 2x 2x 35-2x _12 e5—2x
|
$ 7 %) e, e nicht relevant

F ist also keine Stammfunktion von f. Solch eine 2x -e~2 | Partielle Integration
Funktion f ist mit Methoden aus der Schulmathe-
matik nicht integrierbar. 2x . e Substitution

Auf die Bildung der Stammfunktionen von f(x) = 2x - =2 und f(x) = 2x - & wird spater mittels
der Produktintegration (partielle Integration) und der Integration durch Substitution naher einge-

gangen.

Logarithmus

10.3 Unbestimmtes Integral

Unbestimmtes Integral bedeutet ein Integral ohne Grenzen. Als Lésung gibt man alle mogli-
chen Stammfunktionen an:

/f(x)dx:F(x)+c,ceR

Beispiele [2x dx = x2 +c oder [x3dx = zx* +c
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10.4 Bestimmtes Integral

Ein bestimmtes Integral ist ein Integral mit vorgegebenen y
Grenzen:

; f(x)
/a f(x) dx = [F(x)I5 = F(b) - F(a)

F ist dabei irgendeine Stammfunktion von f, welche belang- } 4
los ist wegen der Differenzbildung mit ¢ — ¢. 2 C

Beispiel ff 2x dx = [XZ]? =32 (12) =8

Achte auf das ,,—* beim Wert der unteren Grenze. Am besten wird der 2. Term in Klam-
mern gesetzt: F(b) — [F(a)]! Dadurch werden unnétige Vorzeichenfehler vermieden.

10.5 Flacheninhalte bestimmen

Wir unterscheiden 3 Fille:

1. Zwischen dem Graphen und der x-Achse in einem Intervall [a, b]
2. Zwischen dem Graphen und der x-Achse (eingeschlossene Flache)

3. Zwischen zwei Funktionen (eingeschlossene Flache)

Vorgehen:

1. Zu integrierende Funktion wahlen. Fall 1 und 2: f(x)
Bei Fall 3 muss die Differenzfunktion f(x) — g(x) integriert werden

2. Zur Berechnung des Flacheninhalts nicht tiber die Nullstellen hinweg integrieren:
X1,X2,. .., Xp im betrachteten Intervall

3. Integration

o Fall 1: | f(x)dx‘+ f;?f(x)dx‘+...+ fx‘:f(x)dx’
o Fall2: fxxff(x)dx]+ S (x) dx‘+...+ B fx) dx{
o Fall 3: | [ f(x) - g(x) dx|+...+ i f(x)—g(x)dx‘
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Beachte: Flacheninhalte kénnen nur positiv sein, daher stehen um jedes Integral nogy,
Betragsstriche |...|. Wir unterscheiden einen Integralwert (kann auch negative Were
Bnnehmen) von einem Flacheninhalt.

Beispiel zu Fall 1 Fir f(x) = x3 _ 3x2 + 2x soll die Flache, die vom Graph und der x-Achgq
eingeschlossen wird, im Intervall [0, 2] berechnet werden. Nullstelle: x = 1 liegt innerhalb geq

Intervalls. Es folgt fur die Flache:
2
/ (x) dx
]

/01 f(x) dx

Beispiel zu Fall 2 Fur f(x) = _x2 + 7x — 10 soll die Flache, die vom Graph und der x-Achse
eingeschlossen wird, berechnet werden. Nullstellen: x4 = 2 und xz = 5. Es folgt fur die Flache:

3 2 5
s [_X—+7L—10x]
2

= 0,25+ 0,25 = 0,5 [FE]

+

3 2

A o3\ STEos
SR -10:-5) —(—= —10-2 | =45
(2,12 105) (21T E10:0) asts

5
/—x2+7x—10dx
2

Beispiel zu Fall 3 Fur die Flache, die durch die Graphen von f und g mit
& NS
f(x)=—ﬁ +3 und g(x)_—6—+1

eingeschlossen wird, benétigen wir sun4chst die Schnittstellen der beiden Funktionen mit x; =
_/8 und x, = V8. Es folgt fur die Flache:

V8 2 2 V8 2
=/ —)—(—+3—<X—+1) dx=/ X codx|=4][FE
—8 12 6 /8 4

NG
/ (F(x) — gx)) dx
—/8

Partielle Integration

Beispiel f(x) = x - &

Die Stammfunktion kann nicht direkt mit den bisherigen Regeln bestimmt werden. Es muss die In-
tegration eines Produkts gebildet werden, beidem jeder Faktor von der zu integrierenden Variablen
x abhangig ist. Die Stammfunktion wird durch Produktintegration (partielle Integration) gebildet,
wobei hierbei ein Faktor des Produktes integriert und der andere Faktor abgeleitet wird.

a

b b
/a u(x) - V/(x) dx = [u(x) - v(X)I2 — / U/ (x) - v{x) dx

Produktintegration (partielle Integration) bedeutet demnach:
e einen Term ableiten: u(x) = u'(x)

e einen Term integrieren: v/(x) = v(x)

1(
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o einen Term direkt berechnen: [u(x) - v(x)
a
Beziiglich des Beispiels von oben, gibt es fiir J& x - dx zwei Mdglichkeiten fur die Wahl von gy
bzw. v/(x):
1. u(x) = € und v/(x) = x. Dann st u'(x) = &* und v(x) = X2,
2. u(x) =x und v'(x) = *. Dann ist u/(x) = 1 und v(x) = €*.

Im ersten Fall verkompliziert sich der Term, im zweiten Fall vereinfacht er sich. Daher ist die zweite
Méglichkeit zu wahlen. Wir setzen also Ableitung u/(x) und Stammfunktion v(x) in die Formel ein:

2 2
=>/ (x-€) dx=[x-ex]§_/ (1.-&)dx=[x-ePR—[e]3=6°+1~839
Y 0

Integration durch Substitution

Hat eine zu integrierende Funktion folgende Form
flu(x)) - u'(x)

kann das Integral durch Ersetzen (Substitution) eines Teils des Integranden durch eine neue Inte-
grationsvariable vereinfacht werden. u’ soll also fir die Funktion angesetzt werden, deren Ablei-
tung nicht schwieriger wird als die Funktion (z.B. ¥, sin(x) usw.), d.h. neben einer inneren Funktion
kommt auch deren Ableitung vor.

b u(b)
/ f(u(x)) - u'(x) dx=/ f(u) du
a u(a)

f(u) = duBere Funktion; u(x) = innere Funktion

Vorgehen:

1. u(x) erkennen, gx—” = U'(x) bestimmen und nach dx umstellen
2. Substitution durchflhren

3. Integral I6sen

4. Resubstitution durchfiihren (bei unbestimmten Integralen)

Beispiel
flux)  u'(x)

Gt
/ (X6 = 4)¥ 0 dx
4

=u(x)

5
mit u = x? — 4 folgt: / u® - 2x dx
4

du Be oo ey
=2X & dX—Z = -/4 u 2X§
1 21
wWdu= | u*|l =43.436,25[FE]
4 12

21

mit u(4) = 12 und u(5) = 21 folgt: /
12
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10. Integralremmun
]

Fur die Stammfunktion missen wir u resubstituieren: F(x) = %(x2 - 4)4 +c,Cc €R.

Weitere kurze Beispiele:

1) innere Funktion
2T /
f sin(2x) dx
0

auBere Funktion

21
= f sin(u) dx
0

au
=

J.u(21r)=41r

= sin(u) —
u(0)=0 2

Grenzen ersetzen! |

1 4
= EJ sin(u) du
0

N -

[—cos)13"

10.8 Mittelwertsatz

=u

2) innere Funktion
2 ;
f e dx i
1 s
aufere Funktion
2
= J et dx =3 @
fu(2)=6 X du ! =Y dx = du
= i : 3
u(1)=3 3 ;
\ Grenzen ersetzen!
1 (6 §
=— f e du !
3/ :
1
= 3 [iet ]3

Das Integral einer (stetigen) Funktion, kann {ber den mittleren Funktionswert abgeschatzt werden.
Das heift, es existiert fiir eine Funktion f(x) im Intervall [a, b] ein z, sodass f(z) dem mittlerem

Funktionswert in dem Intervall entspricht.

b
fe)= g [ 000 = o F 08 = o (Fib) - Fla)

Beispiel #_0 024 f(x) dx ist je nach Bedeutung der Funktion f. ..

...die durchschnittliche Héhe des Wasser-
standes in 24 Std.

...die durchschnittliche Zunahmegeschwin-
digkeit des Wassers in 24 Std.

Hohe
Wasser
: f(x)
Integral Mittelwert
| . x
24
Geschw.
Wasser
f(x)
| 4» X
24
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Y a
f(x

) In der Form £(2) - (b — &) = [; f(x) dx kon-
nen wir immer ein z € [a, b] finden, so dass
' der Flacheninhalt unter der Kurve zwischen
E a und b dem eines Rechtecks mit den Sei-

: tenlangen b — a und f(z) entspricht.

a z b — 20

10.9 Rotationskérper

10.10

Eif‘ F?Ot.aﬁonSkéfpef ist ein Kérper, der durch die Rotation eines Graphen um eine Achse entsteht.
Haufig ist nach dem Volumen solcher Kérper gefragt.

Volumenformel mit Integral fiir Rotationskérper um die

f(b)

b
x-Achse: V = . /a (fx))®> dx  bzw.  y-Achse: V =r- / (f“‘(x))z dx, fir f(a) < f(b)

f(a)

Die Gleichung fiir die Volumenberechnung zur Rotation um die y-Achse wird vorausgesetzt, dass
die Umkehrfunktion von f existiert. Man Iasst dann die Umkehrfunktion im passenden Intervall um
die x-Achse rotieren, was zu einem volumengleichen Rotationskérper fiihrt wie die Rotation von f
um die y-Achse.

Beispiel Gegeben ist ein Sektglas, das durch die
Rotation der Funktion f(x) = v/x um die x-Achse 7\
im Intervall [0, 10] beschrieben wird. Wie grof3 ist "
das Volumen des Sektglases, wenn es voll bzw. ; \ 10 X
halbvoll ist? Da eine Rotation um die x-Achse vor- b
liegt, verwenden wir die entsprechende Formel
von oben.

Das volle Sektglas hat ein Volumen von

10 10
Vv0"=7r-/ (\/)7)2dx=7r-/ XdX=7l'|:?:| =507f[VE]
0 0 0

und das halbvolle Sektglas ein Volumen von

215

R 2 i X
Vhalb=7"‘/ (V) dX=7r-/ XW:%[E] = 12,57 [VE].
0 0 0

Zusatz

Integralfunktion
Das Integral aus einer festen unteren Grenze a und einer variablen oberen Grenze x nennt sich

Integralfunktion:



Uneigentliches
Integral

62 10. IntegralrecfInun
SRR IR S o e e e |

| / ") dt = F(x) - F(@)

Uneigentliches Integral ?
Als uneigentliches Integral bezeichnet man ein Integral, bei de
grenze (also untere oder obere) keine konkrete Zahl Ist. In vielen Féllen geht entweder die Unterg

Grenze gegen —oo oder die obere Grenze gegen +oo. Natirlich ist auch beides auf einmal mdglich

m mindestens eine Integrations

Um ein solches Integral zu berechnen, bestimmt man den Grenzwert der Integrale mit reellen
Zahlen als Integrationsgrenzen.

/:o f(x) dx = bll)moo /ab f(x) dx

Wenn f > 0 im Intervall [a, o] gilt, dann liefert dieser Grenzwert den Flécheninhalt unterhalp geg
Graphen von f in diesem unendlichen Intervall.

Beispiel [;° e~ dx = bﬂ)rpoo[—e_xlg = bﬂrpoo[—e‘b — (€% = Jm —e b+ =1
—0

Bogenlange bei Funktionen
Die Bogenlange (Linienintegral) einer Funktion f ist die Lange des Graphen der Funktion in einem
Intervall [a, b]. Sie wird berechnet mithilfe der Ableitung f’, die so sein muss, dass das Integral zy

berechnen ist.

Ya
Bogenldanges  f(x)
Bogenlange (Linienintegral) s: /\/\/

b i
s=/ W1+ (F100)2 dx j
a i |

; ! > X
a b

Beispiel Bestimme die Bogenlange der Funktion (x) = x2 im Intervall [0, 1].

Die Bogenlénge betragt mit f’(x) = 2x: Vi
1 1 10
s=/\/1+(2x)2dx=/ V1 +4x2 dx 1 :
0 0
1
In (‘\/4x2+1+2xD + 2xVAXZ 41 ;
0 -1 0 1

Der Bogen hat im Bereich zwischen 0 und 1 ungefahr die L4nge s = 1,48 Langeneinheiten.

Auch wenn ihr den Integrationsschritt nicht nachvolliziehen kénnt, lasst sich die nume-
rische Berechnung mit dem Taschenrechner durchfiihren.
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10.11 Aufgaben

A-10.1. Berechne die Stammfunktion folgender Funktionen.

e liy?
a) f(x) = zx C) f(x) =7x-2 e) f(x) = 2x3 + cos(x + 2)
b) f(x) = gx°+2x2+x 10 @) f(x) = 5. e

Lésungen

A-10.2. Bestimme die folgenden Integrale.
6
a) [, 3x dx c) foz’r Cos(3x + 10) dx e) fo1 VX dx

2 {4x
b) J; 1 dx d) J7_(sin(x +3) +x) dx

A-10.3. Lo§e folgende Integrale unter Verwendung von Produktintegration (partieller Integration)
oder Substitution.

a) [12(x +1)% dx b) [ xsin(x) dx c) [xsin (x?) dx d) [xZIn(x) dx

A-10.4. Wie groB ist die Flache im zweiten Quadranten, die von den Koordinatenachsen und der
Funktion f(x) = x® + 8 eingeschlossen wird?




1 Scharfunktionen

Enthalt eine Funktionsgleichung neben ihrer Variablen noch einen Parameter (z.B. a) spricht man
von einer Scharfunktion.

11.1 Zusammenhange

Wir betrachten die Funktion f,(x) = a - x2,a € R.

Der Parameter a ist auch eine Variable, flr die man Zahlen einsetzen kann. In der Regel ist vor-
gegeben, welche Zahlen fiir a eingesetzt werden diirfen. Der Parameter ist Teil der Funktions-
Zuordnungsvorschrift, aber im Unterschied zur Variablen x wird kein Funktionswert f(x) zuge-
ordnet.

Ist eine Scharfunktion gegeben, kénnen dieselben Fragen wie bei ,normalen Funktionen gestellt
werden (Nullstellen und Extrempunkte bestimmen, Ableiten usw.). Bei der Lésung solcher Aufga-
ben ist dabei folgendes zu beachten:

1. Die Nullstellen/Extrempunkte sind meist von a abhangig. Behandle a beim Umstellen der
Gleichung wie eine Zahl!

e Wenn a > 0 bzw. a € R*: keine Fallunterscheidung nétig

e Wenn a € R oder a # 0: Parameter a kann auch negative Werte annehmen!
Hier ist eine Fallunterscheidung nétig.

2. Ableiten/Integrieren: Behandle a wie eine Konstante!

fa(x) fa(x) fa(x) Fa(x)
2a 0 a ax
g% 0 a® a’x
a’x a? a2x £ x2
(@a—1)x a—1 ax? 2)3
3a2x® 9a2x? axt - ax+al | £x5 - 2%+ 2%
ax* —dax +a° | 4ax® - 4a a(xd - a) a(ix* - ax)

3. Achte z.B. auf Definitionsliicken, welche die Werte filr a einschranken
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nen

N

4. Ortskurve = Kurve auf der alle Extrempunkte/Wendepunkte liegen (siehe Beispiel)
Beispiel zu Ortskurve Gegeben sei die Funktionsschar f,(x) = x? — ax, a € R.

Bestimme die Ortskurve, auf der alle | N\\, |~ .,/ [/ .o |
Extrempunkte der Funktion liegen. \ ‘ ‘
|

J

|
Als erstes bestimmen wir die Ex- V
trempunkte in Abhangigkeit von a: |

f;(x)=2x—a=0=>x=g

Es handelt sich um einen Tiefpunkt, da A \
f2(x) = 2 > 0 ist. Alle Tiefpunkte der i \
| Funktionsschar liegen bel T(3| — &). ! \ /a
| Wir missen die Stelle 4 durch x aus- ] \
driicken, um die Funktion zur Ortskurve ! \
zu erhalten. Es folgt:

no

@®

S
-
|

Ortskurve

Damit lautet die Ortskurve g(x) = —x2, die alle Tiefpunkte der Funktionenschar verbindet.

Aufgaben

A-11.1. Zeichne die Graphen zu den Funktionen fy(x) = ax? + (1 —a)? mita = 1,2, 3, 4.

A-11.2. Gegeben ist der Funktionsterm f(x) = ax® + x + 2.
Was haben die Funktionen mit a = 1,2, 5 alle gemeinsam?

Lésungen A-11.3. Gegeben ist der Funktionsterm f(x) = 8x3 — 3x2, mit a # 0.
Ermittle in Abh&ngigkeit vom Parameter a die Extrempunkte.

A-11.4. Wie muss a gewahlt werden, damit der Graph der Funktion f,(x) aus A-11.3. durch den
Punkt P(1|v/2) geht?




1 2 Specials

Rationale Funktionen

Allgemeine Form = Bruch aus zwei Polynomen:

mit z(x) dem Z&hlerpolynom und n(x) dem Nennerpolynom.

Tricks bei der (Kurven-)Diskussion solcher Funktionen:

1. Definitionsbereich: Alle Nullstellen des Nenners sind Definitionsliicken

2. Nullstellen: Nur durch die Nullstellen des Zahlers bestimmen, da ,0 durch irgendetwas® = 0

3. Polstellen: Nullstellen des Nenners, die keine Nullstellen des Zahlers sind

4. Grenzwertverhalten (im Unendlichen): In Zahler und Nenner hochste Potenz von x ausklam-

mern und dann limy_, (. . .) bilden

5. Ableiten: Zuerst Polynomdivision, dann ableiten (oder Quotientenregel)

Geraden mit besonderer Lage

Parallelen zur y-Achse

Achtung: Diese Geraden sind keine Funktio-
nen, da einem x-Wert mehrere y-Werte zu-
geordnet sind!

Ay
3 —

Parallelen zur x-Achse

Ist die Steigung einer linearen Funktion
gleich 0, so ist die Gerade parallel zur x-
Achse: y =0-x +b =b.

D101

Eﬂﬁg

Terme mit x im

Nenner
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Mehrfache Nullstellen
Doppelte Nullstelle

3
Ecll Cagi O
0_2x 2x

1 2 2
= — X =3
0 2X ( )

x2=0V x2-3=0

Bei x1» = 0 ist eine doppelte Nullstelle, bei X34 =
+v/3 liegen einfache Nullstellen vor.

Dreifache Nullstelle (selten bis nie)

fx) = (x +1)°(x = 1)
1 0=(x+1)3x—1)
‘ (x+1)¥=0vx-1=0

Bei —1 liegt eine dreifache Nullstelle vor.

Stiickweise definierte Funktionen o ! ; :
In der Mathematik ist eine abschnittsweise definierte Funktion eine Funktion, die mehrere Unter-

Funktionen hat, und jede ist gtiltig fir bestimmte Werte fiir x! Wir betrachten die Funktion

fix) far 0<x <2
gix) =
h(x) far x > 2

Das bedeutet, dass flir x-Werte zwischen 0 und 2 die Funktion f(x) den Verlauf von g(x) beschreibt.
Fur x-Werte gréRer 2 wird die Funktion g(x) durch h(x) beschrieben.

Abstand zweier Punkte

Eine allgemeine Formel, die den Abstand von zwei Punkten berechnet, lautet:

d = /(X1 —X2)2 + (y1 — ya)?

Beispiel Berechne den Abstand der Punkte P;(1]2) und Q(3|10):
d=+/(1-8)2+(2-10) = 8,25 [LE]

Senkrechter Abstand

Fur den senkrechten Abstand zweier Funktionen
bildet man die Differenzenfunktion

\? / 9x)

gl 1

wobei g(x) > f(x) gilt. Der minimale/maximale

Abstand beider Funktionen kann dann (ber die
Berechnung der Extrema der Differenzenfunkti-
on d(x) berechnet werden.

Interpretation:

- X



o ein Hochpunkt bedeutet ein Maximaler senkrechter Abstand

o ein Tiefpunkt bedeutet ein minimaler senkrechter Abstand

Schnittwinkel zwischen Gerade ung Xx-Achse

Der Schnittwinkel a (im mathematisch positiven Sinn - also
gegenden Uhrzeigersinn) zwischen einer Geraden und der
x-Achse ist der Steigungswinkel der Geraden.

Der Tangens des Steigungswinkels einer Geraden ist fiir
a #90° gleich ihrer Steigung m:

I tan(a) = m

Winkel zwischen zwei Geraden

Der Winkel zwischen zwei Graphen linearer Funktionen
(Schnittwinkel «) kann mittels ihrer Steigungen (my bzw.

my) berechnet werden, wenn sie nicht senkrecht zueinan-
der stehen:

I tan(a) =

Stehen die Geraden senkrecht zueinander, gilt: my - mp = —1.

my —mp
1+mym,

punktes bestimmen.

Bei kurvigem Verlauf zweier Funktionen nehmen wir im Schnittpunkt den Winkel zwi-
schen ihren Tangenten. Wir miissen also erst deren Steigung an der Stelle des Schnitt-

Quadranten

Dadurch, dass die beiden Koordinatenachsen sich schnei-
den, entstehen vier voneinander getrennte Abschnitte in
der Ebene. Sie werden als Quadranten bezeichnet.

Der 1. Quadrant liegt oben rechts. Die anderen Quadran-
ten werden gegen den Uhrzeigersinn durchnummeriert.

(D

Y4

©

()

®



3 Aufgaben auf Abiturniveau

Aufgabe: ,Wasserbecken*

Zu sehen ist der Graph einer im 1
[0,16] definierten Funktion V(). V@™
Sie beschreibt modellhaft das sich ! //

durch Zu- und Abfluss andernde  °%° / N

Wasservolumen in einem Becken | / \
in Abhangigkeit von der Zeit t in —4?0 N

Stunden, wobei t > 0. V(t) gibt ! |/ N

das Volumen in Kubikmetern an. ‘SIOO J N\

|
a) Gib mit Hilfe der Abbildung n&- -200

herungsweise das Volumen 5 —{
Stunden nach Beobachtungs- -100
beginn, sowie den Zeitraum s
i 0 tinh
an, in welchem das Volumen >
mindestens 450 m® betragt. +—2—4—-4—1—6-—1—8 -—}-10 — 12— 14—1-16-

Ldsungen

P

b) Bestimme mit Hilfe der Abbildung n&herungsweise die momentane Anderungsrate des Was-
servolumens 2 Stunden nach Beobachtungsbeginn.

c) Erlautere, was es im Sachzusammenhang bedeutet, wenn fiir ein t € [0;10] — V(t + 6) =
V(t) — 350 gilt. Entscheide, ob diese Beziehung fiir t = 5 erfulllt ist.

In einem anderen Becken 4ndert sich das Volumen des darin enthaltenen Wassers ebenfalls durch
Zu- und Abfluss. Diese momentane Anderungsrate des Volumens wird fiir 0 < t < 12 modellhaft
durch die Funktion g(t) = 0,4 - (2t° — 39t? + 180t) beschrieben. Dabei ist t die seit Beobachtungs-
beginn vergangene Zeit in Stunden h und g(t) die momentane Anderungsrate des Volumens in

m3/h.

d) Begrtinde, dass die Funktionswerte von g(t) fur 0 <t < 7,5 positiv und flr 7,5 < t < 12 negativ
sind.

e) Erlautere die Bedeutung des Wertes des Integrals f: g(t) dt fir 0 < a < b < 12 im Sach-
zusammenhang. Berechne das Volumen des Wassers, das sich 7,5 Stunden nach Beobach-
tungsbeginn im Becken befindet, wenn zu Beginn 150 m3 im Becken waren. Begriinde, warum
dies das maximal vorhandene Volumen Uber den gesamten Beobachtungszeitraum ist.




72

13. Aufgaben auf Abiturnive
Latel) a

Aufgabe: , Scharfunktion®
Gegeben ist die Schar der in R definierten Funktionen f,(x) = x*—2x" mit ganzzahligem F’aramet
e

n > 0 sowie die in R definierte Funktion fo(x) = x* — 2.

a) Die Abbildungen 1 bis 4 zeigen die Graphen der Funktionen fo(x), f1(x), f2(X) und fy(x). Orgy
jeder dieser Funktionen den passenden Graphen zu und begriinde drei dieser Zuordnungee
durch Aussagen zur Symmetrie, zu den Schnittpunkten mit den Koordinatenachsen oder de
Verhalten an den Grenzen des Definitionsbereichs des jeweiligen Graphen. m

y Y4 vt y

. P g Jﬁx

@ ® ® @

b) Betrachte nun die Funktion f,(x) mit n > 4. Gib nun in Abhangigkeit von n das Verhalten g,

Funktion flr x — £oo an.

Aufgabe: ,, Atmung*

In der Lungenfunktionsdiagnostik spielt v

der Begriff der Atemstromstéarke eine Atemstromstérke in / pro s

wichtige Rolle. Im Folgenden wird die Sell

Atemstromstérke als die momentane :

Anderungsrate des Luftvolumens in der 0 , /\ ! /—\
Lunge betrachtet, d.h. insbesondere, 1 2 3 W 7 tins
dass der Wert der Atemstromstérke 051

beim Einatmen positiv ist.
Fiir eine ruhende Testperson mit normalem Atemrhythmus wird die Atemstromstarke in Abhén-

gigkeit von der Zeit modellhaft durch die Funktion g(t) = —0,4sin (t) mit Definitionsmenge R*
beschrieben. Dabei ist ¢t die seit Beobachtungsbeginn vergangene Zeit in Sekunden und g(t) die
Atemstromstérke in Litern pro Sekunde. Die obige Abbildung zeigt den durch die Funktion g(t)

beschriebenen zeitlichen Verlauf der Atemstromstérke.

a) Berechne g(1,5) und interpretiere das Vorzeichen im Sachzusammenhang.

b) Beim Atmen &ndert sich das Luftvolumen in der Lunge. Gib auf der Grundlage des Modells
einen Zeitpunkt an, zu dem das Luftvolumen in der Lunge der Testperson minimal ist. Ziehe in

deine Argumentation auch die Abbildung mit ein.
c¢) Berechne f; g(t) dt und deute den Wert im Sachzusammenhang.

Die Testperson benatigt fiir einen kompletten Atemzyklus 4 Sekunden. Die Anzahl der Atemzyklen
pro Minute wird als Atemfrequenz bezeichnet.

d) Gib zunéchst die Atemfrequenz der Testperson an. Die Atmung einer anderen Testperson
deren Atemfrequenz um 20% schneller ist, wird tiber die Funktion f(x) = a-sin(b-t) beschriebem

Bestimme den Wert von b.
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4 Vektoren

14.1 Punkte und Vektoren im Koordinatensystem

Punkte im dreid_imensionalen Koordinatensystem werden durch Angabe ihrer drei Koordinaten (x-,
y- und z-Koordinate bzw. x;-, x,- und X3-Koordinate) festgelegt.

Beispiel

Der Punkt P(3|4|2) wird erreicht, indem aus- 5
gehend vom Ursprung (0/0]0) des Koordi- s prlies
natensystems 3 Einheiten in x;-Richtung. 4
Einheiten in x,-Richtung und 2 Einheiten in
x3-Richtung gegangen wird.

X1

Die Menge aller zueinander paralleler, gleich langer und gleich gerichteter Pfeile bezeichnet
man als Vektor. Jeder einzelne Pfeil hei3t Reprasentant des Vektors.

Ein Vektor in der Ebene bzw. im Raum wird dabei durch Angabe seiner zwei bzw. drei Koordinaten
beschrieben.

O
>

2
Der Vektor V = = (2 1) im R? ‘
er Ve : (2 1) v

verlauft zwei Einheiten in x-Richtung und : 1
eine Einheit in y-Richtung. [

w

-

\ 0 b oA X
£ # B 2 —11 203 4
Der Vektor W = 35| =(-4385 -2 2
) S| 5 =
x 44—

im R® verlauft 4 Einheiten in negativer
xy-Richtung, 3,5 Einheiten in x»-Richtung

1 : In der oberen Abbildung sehen wir verschie-
und 2 Einheiten in negativer x3-Richtung.

dene Reprasentanten des Vektors V.
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Ortsvektor eines Punktes

Ist P (p1|p2|p3) ein Punkt im Koordinatensystem, so heif3t ﬁ = (ﬁ; = (py p2 p3)T der Ortsvektor
zum Punkt P. Dieser gibt an, wie man vom Ursprung O zum Punkt P gelangt.

Beispiel Der zum Punkt P(2| — 4/3) gehérige Ortsvektor lautet 7 = (2 —4 3)T.

Verbindungsvektor zweier Punkte

y A
Aligemein verbindet ein Vektor V = AB zwei Punkte: = } By
Seinen FuBpunkt A mit seiner Spitze B. Dadurch sind 3 7 ]
die Koordinaten des Vektors vV eindeutig festgelegt A =] 7'
und wir erhalten: T 2
_ El b
Verbindungsvektor zweier Punkte ; e
V- A_é - (_)—B) - 62 »Opitze minus FuB* 150 2 ; ? X
; =i

Dies geht auch aus der Skizze hervor: Der Vektor V' verlauft von A nach B. Stattdessen kénnen
wir auch von A zum Ursprung laufen (also -Cﬁ) und von dort zu B (also +0B). Wir erhalten:

V= —0A+0B=0B-0A

Beispiel Gegeben seien die Punkte A(1| — 3|6) und B(3|0| — 2). Der Verbindungsvektor AB lautet:

3 1 2
AB=06-0A=| o |-|-3|=|3
-2 6 -8

Der Vektor AB gibt an, wie man nach B gelangt, wenn man bei A steht. Will man vom Ursprung
aus zu B gelangen, muss man somit immer zunéchst den Ortsvektor (ﬁ laufen und anschlieBend

AB.

Rechnen mit Vektoren

Ad(dition und Subtraktion von Vektoren

Zwei Vektoren @ = (a1 a» a3)" und _b) = (by by bg)” werden addiert, in dem man jede Komponente
einzeln addiert.

Addition von Vektoren —b>
a, b as + by ?
_)
?+b= a |+ |bo| =|as+b ? B)
+
as bs 83+ by Vektoraddition
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—) " Y
Der Vektor & + b verlauft dabei vom FuBpunkt von @ zur Spitze von b.

. —) - 1
Ein Vektor b = (by b, bs)" wird von einem Vektor @ = (a1 @ a,)" subtrahiert, indem man seinen
Gegenvektor —b = (~by —b, —b,)T addiert:

Subtraktion von Vektoren g

-5 P e o O A B e

2 Sl e S R A
as bs as — bg

Aligemein kénnen beliebig viele Vektoren
miteinander addiert bzw. subtrahiert wer-
den. Dabei wird jeweils der ,FuB“ des Folge-
vektors an die ,Spitze“ des vorherigen Vek-
tors gehangt. Wir sprechen dann von einer
Vektorkette. Endet die Vektorkette wieder
am Ausgangspunkt, so heil3t sie geschlos-
sen. Die Summe aller Vektoren einer ge-
schlossenen_) Vektorkette ergibt immer den
Nullvektor 0. Seine Komponenten sind al-
le gleich Null, er fihrt von keinem Punkt zu
einem anderen weiter.

Vektorkette

S-Multiplikation

Die Skalarmultiplikation (Skalar = ,Zahl“) bezeichnet die Multiplikation eines Vektors @ mit einer
Zahl s € R. Anschaulich entspricht dies einer Streckung des Vektors @ mit dem Faktor s (mit

Umkehr der Richtung fir s < 0).

Skalarmultiplikation

a, S:a
s d=s|a|=]s-a |, farseRr
as S-a;
Beispiel Fir s = 4 wird die Lange des = 2 i =2
— > >
Vektors @ vervierfacht.
: 43 B
Der Vektor —0,5@ ist halb so lang wie s

7 und entgegengesetzt gerichtet.

Betrag eines Vektors

Unter dem Betrag eines Vektors @ verstehen wir die Lange eines Reprasentanten von @. Wir
schreiben | 2.



_

= |4
Ok 0]
% Betrag eines Vektors (im R®)
=

Lange Vektor
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Nach dem Satz des Pythagoras erhalt man
fiir einen Vektor @ = (a; a,)7 in der Ebene:

Ef:

as +as ly/

\/a3 +as |immer positiv

|d| = \/a?+a3+a5

Lineare Abhangigkeit und Unabhéngigkeit

Zwei Vektoren ?,5) sind genau dann linear abhangig, we_n)n sic_r)l der Nullvektor durch eine L.
nearkombination der Vektoren erzeugen l&sst, r - 4 +s-b = 0,in der mindestens einer der
Koeffizienten r, s ungleich 0 ist. Sonst sind sie linear unabhangig. Im Fall linearer Abhangigkeit ist
einer der beiden Vektoren ein Vielfaches des anderen. Lineare Unabhé&ngigkeit zweier Vektoren
bedeutet anschaulich, dass beide nicht parallel sind.

Drei Vektoren ?, T)) ¢ sind linear abhangig, wenn es keine reellen Zahlen r, s, t gibt, die alle drej
# 0 sind, sodass gilt: r - F g 5} +1-C = 8 Sonst sind sie linear unabhangig. Im Fall linearer
Abhangigkeit lasst sich ein Vektor als Summe vom Vielfachen der beiden anderen darstellen,
anschaulich: die drei Vektoren liegen in einer Ebene. Drei linear unabhéngige Vektoren liegen
nicht in einer Ebene.

Beispiel Die Vektoren & = (1 12)7 , B 3 —11)7 und ¢ = (—1 3 3)7 sollen auf lineare
Unabhéngigkeit Gberprift werden.

e r.?+s-5)+t-? % 8 lin.unabh., firr=s=t=0
lin. abh., sonst
1 3 -1 0
Hieralso: r-|[1|+s-|-1|+t-| 3 e | )
2 1 3 0

Dies ergibt drei Gleichungen (flir jede Zeile eine Gleichung):

() r+3s-t = 0
(Im r-s+3 = 0
(m 2r+s+3t = 0

Wir I6sen das Gleichungssystem z.B. mit dem Additionsverfahren, in dem wir (1)+(—1-(Il)) rechnen.
Es folgt:

(I)+(=1-(ll)) 4s— 4t

n
o

= t = S
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Wir setzen t = s in (lll) ein und erhalten

=t

aus (lll) folgt: 2r+s+378> = 0
& 2r+4s = 0
& = -2s
Zum Schluss setzen wirt = s und r = —2s in (1) ein:
=r =t
~~
aus (Ill) folgt: “2s+3s-"8> = 0
& 0 =0

Es gibt unendiich viele Lsungen: ¢ = s beliebig und dazu r = ~2s. Zum Beispiel gilt s = t = 1 und
r=—2:-28+1b +1¢ = 0. Die drei Vektoren sind linear abhangig.

Skalarprodukt

_)
Das Skalarprodukt @ e b ordnet zwei Vektoren @ und b eine Zahl (»Skalar®) zu:

aj by
? ok
ob=1a,|e|b,|=2a1:b+ay-bp+a5:bs Skalarprodukt
as bs

Dabei gilt:
b

I Zeb =[3|-|b|-cosy)

wobei ¢ der Winkel zwischen 7 und b ist. El
Durcﬂ) Auflésen nach cos(yp) lasst sich somit der Winkel zwischen zwei gegebenen Vektoren El
und b berechnen:
e b
==
E(REL
Daraus folgt unmittelbar, dass zwei Vektoren 2 und 7)) genau dann aufeinander senkrecht (,or-
thogonal) stehen, wenn ihr Skalarprodukt gleich Null ist (denn bei ¢ = 90° oder ¢ = 270° gilt:

cos(y) = 0):

| 5 R L e

Beispiel Die Vektoren 7 = (1 —36)" und B = (30 —2)7 sollen auf Orthogonalitat untersucht
werden. Es gilt:

3|e|l 0 [=1:3+(-3):0+6:(-2)=-9#0
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Also stehen die Vektoren nicht senkrecht aufeinander. Genauer gilt:

303 -9 ____;9‘—
08l = g T Vi (R & R (2F VAB-VTS

= —arccos( b5 >~1116°
e /46 /13 ’

Die Vektoren @ und _g schlieBen also einen Winkel ¢ von etwa 11

Expertenwissen fiir Interessierte:

Das Skalarprodukt zweler Vektoren @ und
b gibt den Flacheninhalt des Rechtecks mit
den Seitenlangen | 2| und |5;| an, wobei B
der auf @ projizierte Vektor b ist.

?03:@’[

b

|
|
|
|
1,6° ein.

Kreuzprodukt/Vektorprodukt

Das Kreuz_p)rodukt oder Vektorprodukt d x b ordnet zwei Vektoren 7 und —b) einen dritten Vektor
T =4 x b folgendermaBen zu:

aj b1 32'b3 —as 'b2
pie
?:?Xb= ap | X by | = a3-b1—a1-b3

das bs aj 'bg—ag-b1

Der Vektor @ steht senkrecht zu @ und b.

Merkhilfe: \=,VZ +*“ /= VZx —*

a4 by az'bs—aa-bg
_)
dxb=|a{x|b|=|asbi-a bs
as bs ay b, —ap - by
a, b1
a2><b2
Dabei gilt:
I g xb|=|3| |E’| Vsln(e) T A Eigenschaften des Kreuzprodukts

wobei ¢ wiederum der Winkel zwischen 2 und b ist.
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Weitere Eigenschaften des KreuzproduktS'

e Der !}ektor ¢ steht senkrecht g

Bl uf den Vektoren @ T?
. _> —’
« Die Vektoren 3 b und @ bilden ein Rechtssystem, >
d.h. zeigt & in Richtung des Daumens und b in
Richtung @)s Zeigefingers der rechten Hand, so zeigt S
@=dxbin Richtung des rechten Mittelfingers. Zxb

o?x73)=—[5)x3]

?|=12 x b|gi 5 v
e |¢]=|d x b|gibt den Flacheninhalt des von den Vektoren @ und b aufgespannten Par-
allelogramms an:

_}
AParaIIeIogramm = |? x b

Den Fléacheninhalt des von den Vektoren @ und _b) aufgespannten Dreiecks erhalten wir
damit zu:

1 —
ADreieck = §|3 x b

__>
e @ und b sind linear abhangig < @ x b =0
(Denn dann sind sie parallel zueinander und spannen keine Flache auf).

Beispiel Gegeben sind die beiden Vektoren @ = (12 —2)7 und b - (301)7. Dann gilt:

1 N 61 = (AP0 2

_)
Z=@xb= |2 |x|o]=]Ee sz1a|= |7
=) 1 1.0-2:3 -6

Dieser Vektor steht senkrecht auf @ und T)’, denn es gilt:

1 2
ZeC=0=|2e]|_7|[=12+2.(-7)+(-2)-(-6)=0v
2] \-s6
und
3 2
Bed=0=|ole|-7]|=82+0-(-7)+1-(-6)=0¢
giloclp

Der Flacheninhalt des von F und 5) aufgespannten Parallelogramms ergibt sich zu:

2
APparalielogramm = || =7 | | = \/272 +(=7)?%+ (-6)2 = V89 [FE]
—6
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L v*e\ktoren
Spatprodukt |

Durch die Kombination von Skalarprodukt und Kreuzprodukt I4sst sich das Volumen ein

Parallelepipeds) berechnen (ein Spat ist sozusagen ein ,schiefer Quader*)
vom Spatprodukt.

€S Spy
. Wir sprechen deSLsa(I;

Vepat = (2 x B) o G|

Expertenwissen fiir Interessierte:
Fur das Spatvolumen gilt die bekannte Formel

Volumen = Grundflache - Hohe

Die Hohe h ist die senkrechte Projektion des Vektors € auf @ x b. Mit dem Expertenwissen 2um
Skalarprodukt folgt:

_)
h=|c-(?xg)|=%'lﬂ:>h-|3x_b>l=[(?x_5)o?|
X

Mit der bekannten Volumenformel der Pyramide
Vpyramide = % Grundflache - Héhe

erhalt man nun noch Volumenformeln fiir die V_igreckspyramide (Grundseite: G = | x B)|) und
die Dreieckspyramide (Grundseite: G = %]? x b|):

1 =
, VViereckspyramide = 3 I(-2 Xb)e -3, I

1
VDreleckspyramlde = 5’ |(? X B)) L] ?I



14.4 Aufgaben

e e

Aufgaben

A-14.1. Gegeben sind dje Vektoren

. 2 G 3 2 1 0
=) (o ] B o i ol 0 ,7= 10 und € 1
= 1 2 2 0
a) Berechne:
: —
(J) §+% §+0,5? 4¢  wi) bxd () [d]+[B]
(u) 3— (V) be? (viil) @ x b (i) |3+3|
(i) 3d +2€ V) Te@ (ix) d xd (xiiy Z(2,B)

b) Zeige, dass die Vektoren 7 und 4 linear unabhangig voneinander sind.
¢) Untersuche die Vektoren 7, b und d auf lineare Unabhangigkeit.
d) Berechne den Flacheninhalt des von dund b aufgespannten Parallelogramms.
e) Berechne den Flacheninhalt des von & und 7 aufgespannten Dreiecks.
f) Berechne das Volumen des von @, b und @ aufgespannten Spats.

3
g) Ergéanze die x3- Komponente des Vektors ? =| 1 |sodass@ L 7 gilt.

X3
A-14.2. Gegeben sind die Punkte A(1(3| — 1), B(3/1|1) und C(4|4/0).

a) Bestimme den Mittelpunkt M der Strecke AB.

b) Bestimme den Schwerpunkt S des Dreiecks ABC. Anmerkung: Der Schwerpunkt S ist der
Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden; er teilt jede im Verhéltnis 2 : 1.

c) Zeige, dass das Dreieck ABC gleichschenklig ist.

d) Bestimme den Punkt D, der gegenuber von C liegt, so, dass die vier Punkte A, B, C und D eine
Raute bilden.

A-14.3. (Aus Abitur GK Bayern 2006) In einem kartesischen Koordinatensystem sind folgende

Punkte gegeben:

A@3| - 2/3), B(3]2/3), C(6]2]7), D(6] - 2|7)

a) Zeige, dass das Viereck ABCD ein ebenes Rechteck mit Flacheninhalt 20 [FE] ist.

b) Zeige, dass der Punkt E£(3/6/3) auf der Halbgeraden AB, aber nicht auf der Strecke AB liegt.

Lésungen
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¢) Berechne die Koordinaten des Punktes F € BA so, dass das Viereck ECDF ein achsensym.
metrisches Trapez ist.

d) Bestimme die Innenwinkel dieses Trapezes und zeige, dass es den Flacheninhalt 40 [FE] hat,

A-14.4. (Aus Abi_tuf Bayern 2014) Die Vektoren
<  BOTRE TN \

und ? = 2
-5t

lert VOn t mit t € R\{O} einen Koérper an
(g ;ﬂ ' ; h ¢

a) Zeige, dass die aufgespannten Kbrper Quader slnd b TRy Y
nme ‘-dlejenigen Werte: von nt, fir dle der jewells zugehérlge Quader das Volumen 15 [VE]

YN e 1 ¥, (o3 .‘. S
;& ﬁ) b Mf STl U DAL ) i;a 3

SHIK \3

ainaii E‘ i f*: B ambisil snous




5 Geraden

rElne r?'eré‘de gD .in Parameterform wird durch einen Stiitzvektor (Yq) und einen Richtungsvektor 0}
_jsc ne? en. Die Gerade g besteht aus allen Punkten 7, die wir erreichen kénnen, wenn wir von
0A (oft & ) ausgehend alle Vielfachen (r-fachen) von 7 ,entlang gehen®.

Geradengleichung in Parameterform

g:X=0A+r- T, reR

Belspiel Die Gerade Stitzvektor Richtungsvektor
N AR
1 2

giX=tll=o| + = [1| reR

0 0

liegt in der x; —x2-Ebene. A(1| —2|0) ist der Aufpunkt und U = (21 0)7 ist der Richtungsvektor der
Geraden g. Die Gerade wird durch die Menge aller Ortsvektoren beschrieben, die auf die Punkte
der Geraden zeigen.

Indem wir beispielsweise ausgehend von A YA |

den Vektor U entlang gehen, landen wir ey *[ 1 =
beim Punkt B(3| — 1/0). B liegt also auf der Y } | 1
Geraden g, es gilt: | \ s ‘ : |

(Té = (ﬁ +1- a : r Tﬁ ]‘D

5 ; V > X

Dagegen kénnen wir ausgehend von A be- e 9 ] g / 6
liebige Vielfache von U laufen und wir wer- ’?‘ AT ¥ TV ﬁ‘*
den niemals beim Punkt C(3/1/0) landen, il T -~ ; !
d.h. es gibt kein r € R, welches die Glei- l [ 1
chung 0C = 0A + - T erfillt. ) 8 H S R

Vorgehen: Aufstellen einer Geradengleichung in Parameterform
Um eine Gleichung einer Geraden g durch zwei gegebene Punkte A und B zu bestimmen,

gehen wir folgendermal3en vor:
1. Wihle einen Punkt (z.B. A) als Aufpunkt: Stelle den Stiitzvektor 62 dazu auf.

> Wihle den Verbindungsvektor AB = b — @ der beiden Punkte als Richtungsvektor .

[=]

Geraden
im Raum



Lésungen

|
|
\

I

86 15. Geraden

Beispiel Gegeben sind die Punkte A(1/0[2) und B(3 1|3). Gesucht ist eine magliche Geradenglei.

chung durch A und B. Mit 04 als Stitzvektor und AB als Richtungsvektor folgt:

1 oy 2 1 2
(ﬁ: 0 sﬁ:/ﬁ: Y= = R :>g:7= of+r-|1 reR
2 a=o 1 2 1

Aufgaben

A-15.1. Stelle jeweils die Geradengleichung auf und Uberpriife anschlieBend, ob der Punkt
T(2|1|3) auf der jeweiligen Geraden liegt.

a) Die Gerade g geht durch die Punkte P(2|5|1) und Q(1|7]0).

b) Die Gerade g geht durch den Punkt P(2|0/3) und verlauft parallel zur xo-Achse.

c) Die Gerade g geht durch den Ursprung und verlauft parallel zur Geraden



6 Ebenen

16.1

Darstellungsformen der Ebenengleichung

Parameterform

Eine Ebene E in Parameterform wird beschrieben durch einen Stiitzvektor 0A = @ und zwel
Richtungsvektoren U und V, die linear unabhéngig sind.

Die Ebene E besteht aus allen Punkten X, = v

die wir erreichen kénnen, wenn von Punkt U E

A ausgehend alle méglichen Linearkombi- &

nationen von U und V ,gegangen* wer-

den / X2
Ebenengleichung in Parameterform X1

E:X=3+r-Ud+s-V, rscR

Veranschaulichung der Parameterform
der Ebenengleichung

Beispiel Die Ebene

m

i
-t o
+

=,
o —_
<5

»

| —
—

5

»

m

=~

nN
n
=X

wird durch den Stiitzvektor @ = (012)" und die Richtungsvektoren 7_): (102)" und 7_): (= th)E
eindeutig festgelegt. 7, V sind linear unabhangig, weil r-d+s-V =0 nurfiirr=s = 0 gilt. Wenn
U und V linear abhangig wéren, wirde nur eine Gerade aufgespannt werden. Zum Beispiel ist
0 1 1
0P=|1|+2-of+1:|-1]=
2 2 1

b L = )

ein Punkt der Ebene E. Wir erreichen ihn, indem wir von Punkt A ausgehend zweimal den Vektor
T und einmal den Vektor V entlang laufen.
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Normalenform

Eine weitere Darstellung der Ebene ist
die Normalenform. Hierbei wird die Ebe-
ne durch einen Stiitzvektor @ und einen
Normalenvektor 77, welcher senkrecht (das
heilt ,normal“) auf der Ebene steht, festge-
legt. Die Ebene E enthélt dabei alle Punkte
X, deren Verbindungsvektor Z)—() s
zum Aufpunkt A senkrecht zum Normalen-
vektor 7 der Ebene ist.

3y

X3

o}
xV

X1

Ebenengleichung in Normalenform Veranschaulichung der N°"ma|enfor
E:TMe(X-3)=0 der Ebenengleichung

Beispiel Die Ebene

wird durch den Aufpunkt A(0|1|2) und den Normalenvektor = (21 —1)7 eindeutig festgelegt ung
beschreibt dieselbe Ebene, die in obigem Beispiel in Parameterform gegeben war (rf erhalten wjr
als Vektorprodukt aus =1 x 7).

Wiederum liegt der Punkt P(3|0|7) in der Ebene, denn Einsetzen von X = ()_13 liefert:

2 0 2 3 0 2 3
1 el X=f1] =L bel ol =11} =] 1 [e]=1]=0v
1 2 = 7 2 = 5
Koordinatenform

Multiplizieren wir die Normalenform aus, so erhalten wir eine dritte Darstellungsméglichkeit der
Ebenengleichung, die Koordinatenform:

nq X1 daq
E:ilny|o| | x| —|a||=0=M Xi+n2-Xo+n3-X3— (N @1 +Np-8p+n3-a3)=0
=d
N3 X3 a3

Ist 7T = (ny ny n3)™ der Normalenvektor der Ebene, so lautet die
Ebenengleichung in Koordinatenform
E :nixq + noXo + N3x3 = d

wobei sich d € R als Skalarprodukt von Normalenvektor 77 und Stiitzvektor @ ergibt. Ein Punkt
X (x1|x2|x3) liegt genau dann in der Ebene, wenn er die Ebenengleichung erflllt, d.h. wenn man



16.1 Darstellungsformen der Ebenengleichung =

durch Einsetzen seiner drei Koordinaten auf der linken Seite der Ebenengleichung als Ergebnis

Null erhalt.

Beispiel Ausmultiplizieren der linken Seite der Ebenengleichung

2 X4 0
E IESIRS Xo | = | 1 =0
=1 X3 2
aus obigem Beispiel ergibt:
2 X1 0
R3S Xo | — | 1 =2X1+1X2—1X3—2-0—1-1+1-2=0=>2X1+X2"X3+1=O
—1 X3 2
Damit lautet die Koordinatenform der Ebenengleichung: E : 2x; + Xz —Xg +1=0.
0v

Z.B. liegt der Punkt P(3|0|7) in der Ebene E, denn die Punktprobe ist erfiillt: 2 -3 +0 — 7+1=

Hesse’sche Normalenform

Die Hesse’sche Normalenform (kurz: HNF) der Ebenengleichung ist ein Spezialfall der Normalen-
form, bei der als Normalenvektor ein Vektor ﬁ?, = l—% der Lange 1 verwendet wird:

%.(7-2):0¢>r73-7—ﬁ$-?=0@r75-7—d=0, mitd =nge @

oder in Koordinatenform: nqyX; + NaXz + N3X3 — d=0

Zusétzlich wird die Richtung des Normalen-Einheitsvektors so gewahlt, dass d = need >0.Er
zeigt dann vom Ursprung zur Ebene und d gibt den Abstand zum Ursprung an.

Ebenengleichung in Hesse’scher Normalenform
ngeX —d=0 mit || fuir den Normalenvektor

NiXq + NaXp + NgXg —d =0 und einer reellen Zahld > 0

entscheiden Vorteil bei der Abstandsberechnung: Setzen wir die Koordina-
die HNF ein, so ergibt der Rechenterm direkt den gerichteten Abstand des
n, in welchem Halbraum der Punkt sich befindet:

Die HNF bringt einen
ten eines Punktes in
Punktes zur Ebene. Das Vorzeichen gibt dabei a
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e Rechenterm < 0: X3 gno ‘R
Der eingesetzte Punkt liegt naher zum Ur- 1
sprung, als die Ebene (siehe Q). 4

¢ Rechenterm = 0:
Der eingesetzte Punkt (siehe P) liegt in der X2
Ebene. Der Abstand Punkt-Ebene ist dem- 4 /
nach gleich Null.

Veranschaulichung der HNF der

e Rechenterm > 0: Ebenengleichung_L
Der eingesetzte Punkt liegt weiter weg zum (mit Q im Halbraum, in den ng nicht zeigt, P in
der Ebene E und R im Halbraum, in den n;

Ursprung, als die Ebene (siehe R). Zeigh)

Beispiel Die Ebene

E& 0

2 1 1 1
—%M - %xz + %xs =7 =
liegt in HNF vor und besitzt die Lénge eins, denn flr den Normalenvektor gilt:

-2/\/6
[Fol =|| —1/v8 ||=
1/v/6
Einsetzen von P(3|0]7) in E ergibt 0 = 0, womit P € E gilt. Setzen wir z.B. die Koordinaten des

Punktes Q(1]2|1) in E ein, so erhalten wir —4\% < 0. Offensichtlich gilt somit Q ¢ E . Genauer gilt:

Q besitzt zu E den Abstand % und liegt in dem Halbraum, in den auch ITS zeigt.

V(=22 +(—1)2+12= — . V6 =1

5=
Sl

16.2 Aufstellen der Ebenengleichung in Parameterform

Eine Ebene im R? ist eindeutig festgelegt durch:

a) drei Punkte, welche nicht auf einer Geraden liegen

b) einer Geraden und einem Punkt auBerhalb dieser Geraden
c¢) zwei sich schneidende Geraden

d) zwei verschiedene, aber parallele Geraden

Im Folgenden sollen die verschiedenen Situationen aufgezeigt werden.
zu a) Drei Punkte, welche nicht auf einer Geraden liegen

Gegeben sind drei Punkte A, B und C. Gesucht ist eine Ebenengleichung derjenigen Ebene E, die
die Punkte A, B und C enthélt.

Vorgehen
1. Wahle den Ortsvektor (ﬁ als Stutzvektor der Ebene.
2. Wahle als Richtungsvektoren A_B) und 2\3
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I 3. Die Ebenengleichung lautet: £+ 3 _ 0A+r.AB+ s-AC, r,s€R
Beispiel Gegeben sind die Punkte A

. s i1
als Sttitzvektor, sowie die F{ichtungsv(1 Rl Gl e s !

ektoren
o 2-1 1 3= 2
AB =
/-4 |=] 3 und AG = 5-41=1] 1
s5—3 -6 1=3 -2
Daraus folgt fir die Ebene: 89
1 1 2 z
el Y il I R

3 = s / X2
X1

zu b) Eine Gerade und ein Punkt auBerhalb dieser Geraden

Gegeben sind die Gerade g : X = 0A + 1. U,r € R und der Punkt B ¢ g. Gesucht ist eine

Ebenengleichung derjenigen Ebene E, die die Gerade g sowie den Punkt B enthalt.

Vorgehen

1. Wahle den Ortsvektor 04 als Sttitzvektor der Ebene.
2. Wabhle als Richtungsvektoren AB und den Richtungsvektor U der Geraden.
3. Die Ebenengleichung lautet: £: X = 0A+s-AB+t- T, s.teR

Beispiel Gegeben sind die Gerade g und der Punkt B mit

-1 3
g:7= 2 |+r-| 6 [,reR und B(1]3]6).
4 -1

Wir wahlen 0A = (—124)T als Stiitzvektor sowie als Richtungsvektoren

Tl iifia 3
Vel e b | B T R
64 2 =5

Daraus folgt fur die Ebene:

= 2 3
E:7= 2 +S- 1 +1- 6 ,S,tGR

4 2 -1
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zu c) Zwei sich schneidende Geraden

Gegeben sind die Geraden as ')? Sk (—)z LI ﬁ’f eR und h : 7 = @ +S- 7,3 E R., welche SiCh
im Punkt S schneiden. Gesucht ist eine Ebenengleichung derjenigen Ebene E, die die beidg,
angegebenen Geraden enthalt.

Vorgehen

1. Wahle einen beliebigen Punkt einer Geraden (z.B. einen der beiden Aufpunkte oder den
Schnittpunkt S der Geraden) als Aufpunkt der Ebene.

2. Wahle als Richtungsvektoren der Ebene die beiden Richtungsvektoren 7 und vV der
beiden sich schneidenden Geraden.

3. Die Ebenengleichung lautet: £ : X = (ﬁ +t-T+u-V, tueR

Beispiel Gegeben sind die Geraden
1 1 3 2
g:7= 2| +r-|3|,reR und h:X = 3|+s-]1],85€R
4 2 7 3

welche sich im Punkt S(1|2|4) schneiden (S € h mit s = —1).

Eine mégliche Ebenengleichung der Ebene
E, die die beiden Geraden enthalt, lautet:

1 1 2
E:X = o|+t-|3|+u-|1]|,LLueR

4 2 3
zu d) Zwei echt parallele Geraden

Gegeben sind zwei echt parallele Geraden g : X = (ﬁ +r-d,reRundh: ¥ = 0B + s-V,s¢
R. Gesucht ist eine Ebenengleichung derjenigen Ebene E, die die beiden angegeben Geraden
enthalt.

Vorgehen
1. Wahle (ﬁ als Stutzvektor der Ebene E.

2. Wahle als Richtungsvektoren den Richtungsvektor U sowie den Verbindungsvektor AB
der beiden Aufpunkte der Geraden.

3. Die Ebenengleichung lautet: E : e (ﬁ +t-d+u /ﬁ tbueR

Beispiel Gegeben sind die Geraden g und h mit
1 1 i 2
g:X=|2|+r-|3|.reR und h:¥=| o |+s.|g|,s¢eRr

4 2 =3 4
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16.3 Umwandeln von Ebenengleichungen
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sie sind parallel, weil ihre Richtyn

£ gsvekto- ir wa = 7 (i SO-
ren [inear abnanglg sind, denn m; ‘QIIZhIIReiZh?n;;s(Jezl;o)re: Y

: SHE0 = 12 1

calicll ol = 0 A_—B»= -2 || 2| =2 und T = 3

2 <)\ Bl e\ -2

Daraus folgt fur die Ebene:
1 1 =5

E:X=|2|+t-|3|+u-| 2], tuer

4 2 =3

!n der At?.iprﬁ_fung wird meistens nicht explizit angegeben, dass sich irgendwas schneidet, parallel
ist oder ahnliches. Das musst du in der Priifung dann selbst herausfinden!

Umwandeln von Ebenengleichungen

Haufig ist es praktisch, eine Ebenengleichung in einer bestimmten Form vorliegen zu haben. Dazu
kénnen wir die einzelnen Formen ineinander umwandeln. Der haufigste Fall besteht darin, dass
eine Ebene in Parameterform aufgestellt wird und diese anschlieBend in die praktischere Koordi-
natenform umgewandelt werden soll.

Wir schauen uns die folgenden Umwandlungen genauer an:

Parameterform: E:X=d+r-da#s-V.rseR
a)
c) Normalenform: E:fe(X-3)=0
a)
Koordinatenform: E :nyXq + NoXo + N3Xzg+a@=0
b)

Hesse'sche Normalenform:  Epng : Mo,1X1 + Mo 2X2 + MoaXa —d = 0
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zu a) Parameterform — Normalenform — Koordinatenform

Gegeben isteine Ebene E: X = @ + ri+sV ,r,s € R in Parameterform, die in Koordinatenform,
umgewandelt werden soll.

Vorgehen

1. Berechne aus den Richtungsvektoren 7 und V mit Hilfe des Vektor-/Kreuzproduktes den

Normalenvektor 7 der Ebene: @ = U x V.
(Alternativ: Parameterform parameterfrei machen (r und s raus) und aus der Koordina-

tenform den Normalenvektor ablesen.)

2. Bilde mit Hilfe des Stutzvektors zum Aufpunkt A und des Normalenvektors T die Norma-
lenform:

E:e(X-4)=0.

3. Multipliziere die Gleichung aus, um die Koordinatenform zu erhalten.

Beispiel Wir betrachten die Ebene

E:X=|1|+r-lo|+s-|21|,r,ser

2 2 1
und arbeiten das Vorgehen ab.
Zur Berechnung des Normalenvektors bil- Alternative Berechnung des Normalenvek-
den wir das Vektor-/Kreuzprodukt der bei- tors tiber ablesen aus Koordinatenform:
den Richtungsvektoren:
Xy = r+s
1 1 2 Xo = 1-—s =>2X1+1X2—1X3+1=0
ﬁ = 2o =
D% 1 1 X3 = 2+2r+s
2 1 -1

Wenn wir die linke Seite ausmultiplizieren

2 X4 0
1 ° X0l B 1 =2X1+1X2—1X3—2'0—1'1+1'2=0

-1 X3 2

erhalten wir die Ebene in Koordinatenform: E : 2x; + X, — X3 + 1 = 0.
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zu b) Koordinatenform — HNF

Gegeben ist eine Ebene E 2 11y x; + naX, + ngxs +d = 0 in Koordinatenform, die in die HNF umge-

wandelt werden soll.

Vorgehen
1. Bestimme den Betrag des Normalenvektors |7|.

2. Telle die Gleichung der Koordinatenform durch | |:

1
E3|?‘l'(n1x1+n2x2+naxa+d)=0

3. Multipliziere falls nétig mit (—1), um d = —d* zu erreichen mit einem d* > 0.

Beispiel Gegeben sei die Ebene £ : 2x; +xp —X3+1=01in Koordinatenform. Der Normalenvektor

7 = (21 —1)" besitzt den Betrag

=l 1 || =v22+ 12+ (-12=V6

—1

Nun muss noch das Vorzeichen vor dem letzten Summanden angepasst werden, indem man die

Gleichung mit (—1) multipliziert. Damit gilt:

]
Eune i —=-(-2X1 — X2+ X3 —1)=0
V6

zu c) Koordinatenform — Parameterform

Selten wird auch die Umformung von einer Ebene E : niXy +NXz +N3Xa +a = 0 in Koordinatenform
in die Parameterform E : D= asr U +s- 7, r, s € R bendtigt.

Vorgehen

{. Setze x; =rund xz = .

2 |ose die Koordinatenform nach x3 auf.

3. Schreibe die Ausdriicke fiir X1, Xz und X3 passend als Vektor (untereinander) und schreibe

die fertige Parameterform auf.

Beispiel Gegeben ist die Ebene E : 2x; +4X, —2X3+6 = 0, welche in Parameterform umgewandelt
werden soll. Wir setzen Xy = - und x, = s und lésen die Gleichung nach x3 auf:

Xg=3+r+25
Schreiben wir die Ausdriicke fur die einzelnen Komponenten von X als Vektor (untereinander), so
erhalten wir:
Xy = 0+1:r+0-s
Xo = 0+0-r+1:s
=3+ 1 redas

X3
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Ldsungen

und damit dje Parameterform:

E:X=|o|+r-|o]+s-|1],rseRr

Aufgaben

Oft sind Schiilerinnen verwirrt, wenn in den Aufgaben auf einmal nicht mehr r oder s als Parameter
auftauchen, sondern griechische Buchstaben wie X oder p. Aus diesem Grund enthalten unsere

Aufgaben immer wieder andere Parameter, damit du dich daran gewodhnen kannst und nicht Uber-
rascht wirst!

A-16.1. Gegeben sind die Punkte A(31[2), B(4|7|3) und C(4/0| — 1) sowie die Geraden
1 1 1 2
9117= 2 +A-[3],2eR und g2:7= 2| +tp-|-1|,reR
3 4 3 3

Gib jeweils eine Ebenengleichung in Parameterform und Koordinatenform an, welche die folgen-
den Eigenschaften erfiillt:

a) Die Ebene E verlauft durch die Punkte A, B und C.

b) Esgilt A€ E und g, c E.

c) Die Ebene E wird von den Geraden g1 und g, aufgespannt.

d) Die Ebene E enthélt den Punkt B und verlauft parallel zur x; — x,-Ebene.

e) Die Ebene E steht senkrecht auf 91 und enthélt den Punkt A.
A-16.2. Die Ebene E ist Spiegelebene zwischen P(1(4(7) und P'(3|2/3)

a) Stelle die Ebenengleichung der Ebene E in Koordinatenform auf.

b) Berechne den Abstand von P zu E einmal vektoriell und einmal unter Verwendung der HNF.

A-16.3. Gegeben ist der nebenstehende
Quader.

a) Gib die Koordinaten aller Eckpunkte des
Quaders an.

b) Gib jeweils eine Ebenengleichung aller
Seitenflachen in Koordinatenform an.




