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7 Lagebeziehungen

17.1

Lage: Punkt - Gerade

I Ein Punkt kann liegt auf der Geraden, wenn der zugehdrige Ortsvektor die Geradengleichung
erfullt.

Um die gegenseitige Lage eines Punktes P und einer Geraden g : X =a+r- 7,f € R,
herauszufinden, gehen wir folgendermaBen vor.

Vorgehen
Setze den zum Punkt zugehérigen Ortsvektor in die Geradengleichung ein und |8se das Glei-
chungssystem.

o Falls es losbar ist, liegt der Punkt auf der Geraden.

o Falls es keine Losung gibt, liegt der Punkt nicht auf der Geraden.

Beispiel Gegeben sei die Gerade

2 -3
g:X=|o|+r|-1]|.rer

4 2

sowie die Punkte P(8|3|5) und Q(8/2]0). Wir setzen (ﬁ’) in g ein und erhalten:

8 2 -3 H: 8 = 2-3r (: r=-2
3l=loltel=1]=. (). 3.3 0=1r, =5 (I): r= =3
5 4 2 (mm: 5 = 4+2r (m: r=0,5

Es gibt also kein (einheitliches) r € R, dass das Gleichungssystem Idst. Somit gilt P ¢ g.

Nun setzen wir 0_(3 in g ein und erhalten:

2 -8 ): 8

8 2-3r M: r=-2
2= 0l =1 = (ll): 2
0

O e = () rs=2
4 2 (m: o

da2n (s ign—2
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2 -3 8

Somitiglt Qe gy da:iodi=1| o + (=20 (=l =li2
4 2 0

17.2 Lage: Punkt - Ebene

Ein Punkt kann
e in einer gegebenen Ebene oder
o nicht in der gegebenen Ebene liegen.

Um die gegenseitige Lage eines Punktes P und einer Ebene E herauszufinden, gehen wir folgen-

dermaf3en vor.

Vorgehen
Setze den zum Punkt zugehérigen Ortsvektor in die

chungssystem (fur Gleichungen in Parameterform)
chungen in Koordinatenform).

Ebenengleichung ein und lose das Glei-
bzw. vereinfache die Gleichung fir Glei-

o Falls das Gleichungssystem lésbar ist bzw. die Gleichung eine wahre Aussage liefert,

liegt der Punkt in der Ebene.

« Falls das Gleichungssystem nicht Iésbar ist, liegt der Punkt nicht in der Ebene.

Beispiel Gegeben sei der Punkt P(—1|0]2) und die Ebene

(0] 1 1
Eevi=| 1 liwir: holesillicd | nseR

4 2 1

Wir setzen den O‘P) in E ein und erhalten:

—1 0 1 1 (): =1 = 0+1r+1s &r=-1-s
ol=]1l+r-lo|+s-|-1]= (M): 0 = 1+0r—-1s &s=1
2 4 2 1 (m: 2 = 4+2r+1s

Gleichung (I1) liefert direkt s = 1, was wir in (1) einsetzen kénnen um r zu bestimmen und erhalten
r = —2. Einsetzen der ausgerechneten Werte in (l1l) ergibt:

=r =s
A~ A=
= 2 = 4+2-(-2)+1- (1)
& 2 = 4-4+1
0 AR

Wir erhalten eine falsche Aussage und somit ist das Gleichungssystem nicht [8sbar: P ¢ E
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Lage: Gerade - Gerade

7wei Geraden g und h im R® kénnen
¢ identisch (und somit auch parallel) sein,
o echt parallel und verschieden sein,
e sich in einem Punkt schneiden oder

o windschief (nicht parallel und ohne Schnittpunkt) sein.

Um die gegenseitige Lage zweier Geradeng: X = OA+r-U,r e Rundh: X = OB+s-V,s€R
herauszufinden, gehen wir folgendermaBen vor. Wir testen die Richtungsvektoren 7 und V auf
lineare Abhangigkeit und interpretieren das Ergebnis.

4, V linear abhangig i, V linear unabh&ngig
o 7
/

Einsetzen von 04 in h g und h gleichsetzen
Ae :/ \\j— h LGS |6sb/ \GS unlésbar
g=h gllh gundh gund h
schneiden sich sind windschief

(nur in 3D)
3 as . aa
Beispiel Wir untersuchen die gegenseitige Lage der Geraden
=2 2 4 =

g:?: 4| +r-|2]|,reR und h: %= 3|+s-|=1|,s€R.

=4 1 1 1

Die Richtungsvektoren sind offensichtlich linear unabhangig. Damit schneiden sich die beiden
Geraden in einem Punkt oder sind windschief zueinander. Wir setzen die Geraden gleich, um

herauszufinden, ob es einen gemeinsamen Punkt (Schnittpunkt) gibt:

-3 2 4 —1 (h: -8+2r = 4-1s &s=7-2r
4l +r- o= |3 x5 | =1 ]|= () =4+2r ="8=1s
—1] 1 1 1 m: —1+1r = 1+1s

Wir setzen s = 7 — 2r in Gleichung (I1) ein und erhalten:

=S
_442r=3-(7-2©0=0
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Einsetzen von s = 7 — 2r in Gleichung (Il liefert:

=S
(T
_1+r=1+(7-2r)&r=3
Damit folgt mitr = 3in (I):s=7-2-3=1.

Das LGS ist also lésbar, womit sich die Geraden in einem Punkt schneiden. Die Koordinaten des
Schnittpunktes S erhalten wir durch Einsetzen von r in g (oder von s in h):

Ly 2 3
08=|_al+3-|2]|=]2]|=S@E22)
S 1 2

Lage: Gerade - Ebene

Eine Gerade g und eine Ebene E kénnen folgende Lagebeziehung zueinander besitzen:
e g kann in der Ebene E liegen: g c E
e g und E kdénnen sich in einem Punkt schneiden: gn E = {S}

e g kann echt parallel (also parallel und auBerhalb) zur Ebene E liegen: g || E

Um die gegenseitige Lage einer Geraden g: X = 0A+r- @, r € R und einer Ebene E in Koordi
natenform herauszufinden, gehen wir folgendermaBen vor.

Vorgehen Wir setzen die Gleichungen gleich:
1. Besitzt die Gleichung unendlich viele Lésungen, so gilt: g c E.

2. Besitzt die Gleichung eine eindeutige Losung, so schneiden sich g und E in einem Punkt
S. Setze nun die Lésung flr r in g ein, um S zu erhalten.

3. Besitzt die Gleichung keine Lésung, so liegt g auBerhalb £ mit: g || E.

Beispiel Wir untersuchen die gegenseitige Lage von

4 1
g:X¥=|e|+r-|2|,rer und E:2x; +4X, +6x3+12 = 0.
2 3

Dazu schreiben wir die Geradengleichung zunachst in Form eines Ortsvektors X zu einem ,al-
gemeinen® Punkt auf der Geraden in Abhangigkeit von r:

X4 4 +1r
X=|x|=|64+2r

X3 2+3r
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=X3
2 ~N—
(4+1r)+4'(6+2r)+6.&j?ﬂ+12 = )
<

56+28f = 0

[f = =
Das Gleichungssystem besitzt also

die eindeutige g e
punktes erhalten wir durch Einsetze g Losung r = —2.

Die Koordinaten des Schnitt-
nvonrin g

4 1 5
03 |6 212 = 2 | > 52p -9

Liegt die Ebenengleichung in Parameterform vor, so gehen wir wie folgt vor: Gleichset-

zen von Gerade und Ebene filhrt auf ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3
Unbekannten, welches dann geldost werden muss,

Einfacher: Parameterform in Koordinatenform umwandeln!

175 Lage: Ebene - Ebene

Zwei Ebenen E und F im R® kénnen
e identisch (und somit auch parallel) sein,

e echt parallel (also parallel und verschieden) sein oder

e sich in einer Geraden g schneiden.

Ebenen in Parameterform und Koordinatenform

Um die gegenseitige zweier EbenenE : X = (ﬁ+r-ﬁ+s-7, r,8 € Rund F : nyxy+noXp+nsxs+d = 0
herauszufinden, gehen wir folgendermafen vor.

Wir setzen die Ebene E als allgemeinen Punkt (bzw. die Koordinatenbedingungen fiir Ebene
E) in die Ebene F ein und erhalten folgende mégliche Lésungen:

e Ist die Gleichung fir alle r, s € R erfillt, so gilt E=F.

* Besitzt die Gleichung eine von r und s abhangige Losung, so schneiden sich die Ebe-
nen in einer Schnittgerade g. Lse nach einer Variablen auf und setze in E ein, um die
Schnittgerade zu erhalten.

* Besitzt die Gleichung keine Losung, so gilt: £ # F und E || F.
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Beispiel Gegeben sind die Ebene £ in Parameterform und die Ebene F in Koordinatenform my
2 1 -1
E:X=|a|l+r |o|+s:| 2 |,r,seR und Fixj+2x+4x3—12=0
3 0 3
Wir stellen die Gleichungen fiir die Koordinaten fiir die Ebene E auf
Xq 2+r—sS
X = Xo | = | 4+2r+2s

X3 3+3s

und setzen diese in die Gleichung von F ein:

Xy1= Xo= X3=

o e N
(2+r—s)+2-(4+2r+2s)+4-(3+3s)—-12 = 0

= 5r+15s+10 = O

& r = —2-38s

Die Gleichung besitzt eine von r und s abhangige Lésung, womit sich die beiden Ebenen in einer
Gerade schneiden. Die Gleichung der Schnittgeraden erhalten wir durch Einsetzen von r in E:
2 1 —1 2-2 —-3s—1s 0 —4
g:7= 4| +(—2-3s)- |2|+s-| 2 [=|4—-4|+| -65+2s|=]|0]| +s-| -4
3 0 3 3-0 0s +3s 3 3

Ebenen in Koordinatenform

Um die gegenseitige Lage zweier Ebenen E : mixy + MaXp + MaXz +@ = 0 und F : nyXq + NoXo +
n3xs + b = 0 herauszufinden, gehen wir folgendermaBen vor.

Wir untersuchen die beiden Normalenvektoren m = (my m, mg)™ und & = (ny np ng)T auf
lineare Abhangigkeit.

o Sind m und 7 linear abhéngig, so sind die Ebenen identisch oder echt parallel. Wir setzen
einen Punkt P € E in die Gleichung von F ein:
— Liegt P auchin F, so gilt: E = F
— Liegt P nichtin F, so gilt: E || F
e Sind 7 und 7 linear unabhé&ngig, so schneiden sich die Ebenen. Fiir die Berechnung der
Schnittgeraden g betrachten wir die beiden Ebenengleichungen als Gleichungssystem.
1. Setze x; =r.

2. Dricke die anderen beiden Variablen (also x, und x3) in beiden Gleichungen durch
r aus.



17.6 Schnittwinkel

103

3. Schreibe g : ¥ _
Ausdriicke ein. Dies
form.

(X1 X X\ T
Iiefelz't 31, und setze fir die Komponenten die jeweiligen r-
fin die Gleichung der Schnittgeraden in Parameter-

Beispiel Wir betrachten die Ebenen £ yng F in Koordinaten
atenform mit

Eiiox, +
1-4X+6xy=g und F:x, +4x; —3x3 = -5
Die Normalenvektoren 7 = (2 _4 6)7

und m = D
Damit schneiden sich die beiden Eben (14 -3)7

. sind offensichtlich linear unabhangig.

Wir bestimmen die Schnittgeraden in dem wi ’
WIr zu = o : 7
gleichungen einsetzen: nachst x; = r setzen und in die beiden Ebenen

(hss2rs 4X; + 6x,

8

(“) r+4X2 —-3X3

-5
Addition von Gileichung (l) und (I

1 o 5 mit anschlieBender Auflésung nach x; liefert x; = 1 — r. Den
Wert flir x5 setzen wir in Gleichung

(I1) ein und erhalten
r+4x; —3.(1 —r)=—5:>x2=—%—r

Jetzt mlssen wir nur noch die Gleichung der Schnittgeraden aufschreiben:

X 0+1r 0 1
g:7= X2 | =1 -05-1r|=]-05]|+r-|-1|,rer
X3 1—1r 1 —1

Ebenen in Parameterform

Liegen beide Ebenengleichungen in Parameterform vor, so werden die Ebenen gleichgesetzt und

auf ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 4 Unbekannten uberfuhrt, welches dann gelost
werden muss.

Einfacher ist es jedoch, eine der beiden Ebenengleichungen in Koordinatenform zu tiberfiihren
und dann wie im Abschnitt Ebenen in Parameterform und Koordinatenform auf Seite 101 weiter-
zurechnen.

Schnittwinkel
Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren ist bereits bekannt:
Zeb =[3|-|b| cos(y)

Wobei ¢ der Winkel zwischen den Vektoren @ und b ist. Damit (bzw. damit leicht modifiziert)
lassen sich auch die Schnittwinkel von Geraden und Ebenen berechnen.
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Gerade - Gerade

Gegeben sind die Geradeng: X = & +r- U,r € Rund ;
hEbxi= Bix o V,s € R, welche sich im Punkt S schnei-
den. Der Schnittwinkel o kann direkt mit Hilfe der beiden
Richtungsvektoren berechnet werden. Damit stets der klei-
nere Winkel berechnet wird, ist der Zahler in Betrag zu set-
zen:

<!

<l

S
cos(a) = [ 7' = a = arccos(...)

Gerade - Ebene

Gegeben sind die Geradeng: X = @ +r- T, r ¢
R und die Ebene E : n;x; +MoXo+N3Xz+a = 0. Wie
aus der Abbildung ersichtlich wird, schlieBen 7
und 7 den zum Schnittwinkel a komplementéren
Winkel g ein.

cos(p) = lmlflml = B = arccos(...)

Der Schnittwinkel o zwischen Gerade und Ebene ergibt sich dann zu: = 90° — B.

Wegen sin(x) = cos (90° — X) kann somit der Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene direkt mit
dem Sinus berechnet werden:

sin(a) = |7°77| = a = arcsin(.. )
PIBEd

Ebene - Ebene

Gegeben sind die beiden Ebenen E - N1X1+NoXo +
NeXz+a=0und F : mixq + moxs, +M3X3 +b = 0,
die sich in einer Schnittgeraden schneiden.

Der Schnittwinkel o der beiden Ebenen st ge-
nauso grof3 wie der Winkel zwischen den Norma-
lenvektoren der Ebenen, denn sie ergénzen sich
jeweils mit demselben Winkel zu 90°.

] e | AR
cos(a@) = ———5- = a = arccos(. . .) AN
1] - 2| LY,
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Spurpunkte und Spurgeraden

Spurpunkte von Geraden

Spurpunkte bezeichnen die Schnittpunkte (

mein kann eine Gerade bis zu grej i, SP) von Geraden mit den Koordinatenebenen. Allge-

nkte besitzen:
Lxs

° (ﬁx,xz = sX1 st ) 3
SP mit X1 — xo-Ebene (hier gilt: x5 = 0)

% 6§X1X3 = (Sx, 08y,)":
SP mit x; — x3-Ebene (hier gilt: x, = 0)

o 0 XoX3 = (0 ng sXa)T:
SP mit x, — X3-Ebene (hier gilt: x, = 0)

Um die Spurpunkte einer Geradeng : X = 0A+r. U, r € R zu erhalten, gehen wir so vor:

Vorgehen

1. Setze eine Koordinate gleich 0 (z.B. x; = 0 fur Sy.x,) Und l6se die entsprechende Zeile
nach r auf.

2. Setze den erhaltenen r Wert in die Geradengleichung ein, um den Spurpunkt zu erhalten.

Beispiel Wir berechnen die Spurpunkte der Geraden

—4 2
g:?: 3 |+r-|lo|,rek
2 1

und setzen daftir die einzelnen x-Komponenten gleich Null.

-4 2 0
=" =—4+2r & r=2=>(_)§xm= 3 |+2:-|o]| =13

2 1 4
Xo=0: 0=3/ = g st parallel zur x; — X3-Ebene

—4 2 -8
X3=0: 0=2+r & r=—2=>6§x1x2= 3 |-2-]lofl=1] 3

2 1 0

<
=

i)
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Spurpunkte und -geraden von Ebenen

Spurpunkte bezeichnen hier die Schnittpunkte von Ebenen mit den AchsenabschnittSpunkten;
Spurgeraden die Schnittgeraden von Ebenen mit den Koordinatenebenen.

Allgemein besitzt eine Ebene drei Spurpunkte:

° 63,(1 = (S, 0 0)": Schnittpunkt mit der x;-Ebene (hier gilt: X, = x3 = 0)
. (ﬁx = (0 sy, 0)7: Schnittpunkt mit der x-Ebene (hier gilt: x; = x3 = 0)

o BSXB = (0 0 sx,)": Schnittpunkt mit der x3-Ebene (hier gilt: x1 = X2 = 0)
und drei Spurgeraden (welche jeweils durch 2 Spurpunkte verlaufen)

o HX1 % = (Gx 9x 0)7: Schnittgerade mit der x;xo-Ebene (verlduft durch: Sy, und S,)
. ?xm (9x, 0gx,)": Schnittgerade mit der x;X3-Ebene (verlauft durch: Sy, und Sy;)

o _?}szs = (0 gx, 9x,)": Schnittgerade mit der x,x3-Ebene (verlauft durch: Sy, und Sy,)

Vorgehen, wenn Ebene in Parameterform £: X =0A+r- U +s- V,r,s € R vorliegt:

1. Setze zwei Koordinaten gleich 0 (z.B. x» = X3 = 0 fir Sy, ) und ldse das Gleichungssystem.
(Gibt es keine Losung, so verlauft die Ebene parallel zu dieser Achse.)

2. Setze die Werte flr r und s in die Ebenengleichung ein, um den Spurpunkt zu erhalten.
Ebene in Koordinatenform:

E:niX; +NoXo +NgXz +a@ =0

3. Setze zwei Koordinaten gleich 0 (z.B. x, = x3 = 0 fUr Sy,) und lése nach der dritten
Variable auf. (keine L6sung: Ebene parallel zu dieser Achse)

4. Schreibe den Spurpunkt auf.

Beispiel Wir berechnen die Spurpunkte der Ebene E : X1+ X2 +X3—1=0.

Xoi=1X3 =10 ax1—1_0 == 3=>(ﬁx_300)
X1=X3=0: §x2—1=0 = x2=2=>0_S)X—(020)T
X1=X=0! X3—1=0 = x3-1:>(ﬁx (001)7

Die Spurgeraden ergeben sich durch die Spurpunkte:
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8 -3
1 = —
gX|X3'7_(ﬁx‘+r'SX1SX2= O +r. 2 |,rer
0 0
3 -3
3 = R
gX1X3.7-0_§x1+S-SX18x3= 0| +s-. 0 [,seRr
0 1
0 0

xoxs - 7 = 6§X2 L szsXB 7

no
+
~
|
n
B
m
=

0 1

Alternativer Weg fiir Spurpunkte: Achsenabschnittsform (rechts neben dem = muss eine 1 ste-

|
hen) der Ebeng Ia_utet E: 5%+ 3x2 + X5 = 1. Hier kdnnen wir die Spurpunkte direkt ablesen (Wert
des Nenners gibt jeweiligen Spurpunkt an):

1
§X1=1¢¢X1=3 §x2=1©x2=2 }x3=1<:x3=1

17.8 Aufgaben

Oft sind Schiilerinnen verwirrt, wenn in den Aufg
auftauchen, sondern griechische Buchstaben
Aufgaben immer wieder andere Parameter, da
rascht wirst!

aben auf einmal nicht mehr r oder s als Parameter
wie A oder . Aus diesem Grund enthalten unsere
mit du dich daran gewdhnen kannst und nicht iiber-

A-17.1. Gegeben sind die Punkte A(3/1]6), B(4]7|4) und C(4/0|c), die Geraden

|
i 2 2 1 2 8 4
| giiX=|-1|+x| 3 |.0:X=|2|+u|-1|undgs:¥=|_2]sr.| 2

i 3 -6 3 3 3 —6
|

mit A, 4, 7 € R sowie die Ebenen

E:dx;—2x,+X3—2=0,F: X =] 3 |+a-| 1 |+¢:| 3]|,0,0€cR

und G: 2xq +axp, —2axz —8a=0

a) Untersuche die Lage des Punktes A zu den Geraden g; und g».
b) Untersuche die Lage des Punktes A zur Ebene E.

¢) Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden gy und gs sowie g, und gs.

-
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d) Wie muss c gewahit werden, damit Punkt C € E qilt?

e) Fur welche a e R ist gy orthogonal zur Ebene G?

f) Bestimme die Gleichung der Schnittgeraden g von E und F.
g) Bestimme die Spurpunkte von gj.

h) Bestimme die Spurgerade von E in der x; — Xz-Ebene.
A-17.2. Bestimme die Schnittmenge sowie die Schnittwinkel

a) zwischen den Geraden g und h mit
5 1 -1 2
g:7= ol+x-|=1].,AeR und h:X = 2 |+p-|o|,n€eR
3 0 —1 2
b) zwischen der Gerade g und der Ebene E mit |
2 5
g:7= ol+Xx-] 3 [, AeR und E:3xi—2x+Xx3—-5=0

0 —1

c¢) zwischen den Ebenen E und F mit

E:3x;+x3—5=0 und F:—-x;+2xo+3x3—1=0

A-17.3. (Abitur 2006 Bayern) In einem kartesischen Koordinatensystem sind der Punkt A, die
Ebene E und die Gerade g gegeben mit

—1
A(0|v2]2), E:x;+X3=2 und g:X=0A+x: V2 |.AeR

1

a) Beschreiben Sie, welche besondere Lage die Ebene E im Koordinatensystem hat. Weisen Sie
nach, dass die Ebene E die Gerade g enthélt. Geben Sie die Koordinaten der Schnittpunkte
von E mit den Koordinatenachsen an und veranschaulichen Sie die Lage der Ebene E sowie
der Geraden g in einem kartesischen Koordinatensystem.

Die x4 —x,-Ebene beschreibt modellhaft eine horizontale Flache, auf der eine Achterbahn errichtet
wurde. Ein gerader Abschnitt der Bahn beginnt im Modell im Punkt A und verlauft entlang der
Geraden g. Der Vektor V = (-1 v/2 1)T beschreibt die Fahrtrichtung auf diesem Abschnitt.

b) Berechnen Sie im Modell die GréBe des Winkels, unter dem dieser Abschnitt der Achterbahn
gegeniber der Horizontalen ansteigt.



8 Abstandsberechnung

8. Abstand: Punkt - Punkt

Um den Abstand zweier Punkte A und B zu bestimmen, gehen wir folgendermal3en vor:

Vorgehen

1. Berechne den Verbindungsvektor der beiden Punkte: A—é = (ﬁ - (—)Z

2. Berechne die Lénge dieses Vektors: |/TB)|

182 Abstand: Punkt - Gerade

Ziel ist es, denjenigen Punkt S auf der Ge-
raden g : X = 52 +r- U zu finden, der dem
gegebenen Punkt P am néchsten liegt, um

dann den Abstand der beiden Punkte P und ~ g
S zu bestimmen. Dabei ist der senkrechte .-
Abstand immer der kiirzeste Abstand. oo S

Um diesen sogenannten LotfuBpunkt S
zu finden, wir eine Hilfsebene H verwendet.

Vorgehen

1. Notiere die Gleichung einer Hilfsebene H, welche senkrecht auf g steht und durch P
verlauft. Verwende dazu den Richtungsvektor U von g als Normalenvektor und P als

Aufpunkt von H:
H:Te(X-0P)=0

2. Bestimme den Schnittpunkt S der Geraden g mit der Hilfsebene H (S ist der LotfuBpunkt
von P auf g).

3. Die Lange des Vektors SP (also den Betrag davon) gibt den gesuchten Abstand des
Punktes von der Geraden an.

e
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Beispiel Es soll der Abstand des Punktes P(—1[2| —3) von der Geraden

2 3
g:X=|-a|+r-| 0 [.,reR
2 -2

berechnet werden. Wir stellen eine Hilfsebene H senkrecht zu g auf, um den LotfuBpunkt S von
P zu finden. Dazu verwendet man P als Aufpunkt und den Richtungsvektor der Geraden als Noy.

malenvektor von H:

3 -1
H 0|e 7\7— 2 =0
-2 -3

Ausmultiplizieren liefert die Koordinatenform H : 3xy — 2x3 — 3 = 0. Um den Schnittpunkt S zy
bestimmen, setzen wir g als allgemeinen Punkt mit

Xq —2+3r
el
X3 2-2r

in H ein und formen nach r um:
=Xq =X3 1

— e ?
8- (—2+3r)—2-(2-2r)-83=0 & —-13+13r=0 & r=1 = 05S=| 4

0

Damit erhalten wir den gesuchten Abstand d(P, g) = |§7’>| = '(—2 6 —S)Tl = /49 = 7 [LE].

Hinweis: Es gibt noch zwei weitere Verfahren, um den LotfuBpunkt eines Punktes P zu
einer Geradeng : X =0A +r - U zu bestimmen. Wir zeigen im Folgenden fiir Interessierte
kurz den Ablauf der Verfahren.

1. Mit Hilfe des Skalarproduktes:
Der Verbindungsvektor S73 zwischen LotfuBpunkt S und dem Punkt P muss senkrecht auf
dem Richtungsvektor der Geraden stehen. Fassen wir 0?, ~0A+r- T als beliebigen Punkt
von g auf, so suchen wir dasjenige r, das die Bedingung

5,75 U =0
erfillt. Auflésen nach r und einsetzen in g liefert S.

2. Als Optimierungsaufgabe:

Der Punkt S ist derjenige Punkt von g, der zu P den geringsten Abstand besitzt. Fassen wir
0S; = (ﬁ +r-7 als beliebigen Punkt von g auf, so wird das Minimum der Funktion

d(r) = |S;B

gesucht. Leiten wir d(r) nach r ab und setzen den Ausdruck gleich 0, so erhalten wir den
passenden Wert flrr r. Einsetzen in g liefert S.
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Abstand: Gerade - Geraqg &

Geraden sind paralle/

7wei parallele Geraden besitzen Uberall de
selben Abstand. Damit lasst sich der Abstar:;
sweier paralleler Geradeng : ¥ - (ﬁw-? re
Ruh =0 +s-V,s ¢ Rgena’uso
pestimmen, wie der Abstand eines beliebigen
punktes zu einer Geraden.

Vorgehen: Lotebenen-Verfahren

1. Notiere die Gleichung einer Hilfsebene H, we
Aufpunkt A von g verlauft. Verwende daztl de
vektor und A als Aufpunkt der Ebene H:

HZ?.(?—(ﬁ):O

Iche senkrecht auf g steht und durch den
n Richtungsvektor T von g als Normalen-

2. Bestimme den Schnittpunkt S der Geraden h mit der Hilfsebene H.

3. Die Lange des Vektors AS (also den Betrag davon) gibt den gesuchten Abstand der
beiden Geraden an.

Geraden sind windschief

Im Folgenden werden zwei verschiedene Verfahren aufgezeigt, um den Abstand zweier wind-
schiefer Geraden g: X = 0A +r- T,r eRundh: X = 0B +s- V,s € R zu berechnen:

1. Parallelebenen-Verfahren: liefert lediglich den Abstand der Geraden

2 Lotvektor-Verfahren: liefert Abstand und Koordinaten der néchstgelegenen Punkte

Vorgehen: Parallelebenen-Verfahren

1. Notiere die Gleichung einer Hilfsebene H : X = OA+t- T +u-V,t,u R, die die Gerade
g enthalt und zu h parallel ist. Verwende dazu den Aufpunkt A und den Richtungsvektor

U von g sowie den Richtungsvektor V von h.

5 Wandle H in die HNFum mit # = U x V.

3. Berechne den Abstand eines beliebigen Punktes von h (z.B. des Aufpunktes B) zu H.

Beispiel Gesucht ist der Abstand der beiden windschiefen Geraden

Lo 0 -3 1

g-7= 2 +r- |1 ’fER und h:7= -3 +S5: 1|2 ,SER

3 1
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| Hilfsebene in Parameterform:

—7 0 1
H:X = o |+t-|1|+u-|2]|,tbueR

-3 2 1
Hilfsebene in HNF:

1
Hung : —— - (=3xy +2xo — X3 — 28) =0
1 HNF \/ﬁ( 1 > — X3 )

AnschlieBend wird der Aufpunkt von h mit (-3 — 3 3)” in die HNF eingesetzt und liefert: ;\/f_i =0,
| sodass d(g; h) = % ~ 7,48 [LE].

Vorgehen: Lotvektor-Verfahren
Gegeben sind die windschiefen Geraden g : X = Y +r-U,reRundh: X = 6_B)+s. V,scR.
| Wir suchen die beiden nachstgelegenen Punkte P € g und Q € h.

1. Da P € g, kénnen wir schreiben: 0P = (TZ +r - U. Analog dazu: 0_(5 = (ﬁ £
Damit stellen wir den Vektor Iﬁ auf.

2. Da die nachstgelegenen Punkte die Geraden g und h senkrecht verbinden, gilt:

(); PQeT
(): PQeV

Wir l6sen das LGS und ermitteln r und s.

0

0

1}

3. Einsetzen von r bzw. s liefert P bzw. Q. Damit gilt d(g, h) = |ﬁ|.

Beispiel Gegeben sind die windschiefen Geraden
2 1 1 -2
g:7= 1|+r-lo|,reR und h:X = of+s:| 1 |,seR
1 1 2 1
Fur die allgemeinen Punkte P und Q gilt:

2 1 1 -2
63: 1|+r-|o| €g und (ﬁ: o|+s:| 1 | €h

1 1 2 1
Daraus folgt:
1 -2 2 1 i =23
ﬁ:(ﬁ—ﬁﬁ: 0| ts* A =Sl ¥l wrtlioil = Mos
2 1 1 1 1 =F+s
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18.4 Abstand: Punkt - Ebene Lt

Dieser Vektor muss nun senkrecht auf den beiden Richtungsvektoren stehen:

= =r=2s 1
(1): =1s s lle |0l =R0E =27 — /s =05 =Ssdly
1-r+s 1
—1—-r—-2s =9
(1n): —1+s of 4 = 0 =>2+r+6s=0
1-r+s 1

Einsetzer? von (1) in (I1) und aufidsen liefert r = 2, was wir wiederum in (1) einsetzen: s = —17. Die
peiden nachstgelegenen Punkte sind also

2 1 24/11 1 =2 19/11
£ 2 4
1 1 13/11 2 1 18/11

Der Abstand der beiden Geraden betragt d(g, h) = PO = 1 .v/275 ~ 1,51 [LE].

Abstand: Punkt - Ebene

Der Abstand eines Punktes P von einer Ebene E : NiXq + NM2Xz + N3X3 + @ = 0 lasst sich am
einfachsten mit Hilfe der Hesse’schen Normalenform bestimmen.

Vorgehen: HNF
1. Bringe die Gleichung der Ebene E in HNF und setze den Punkt P ein.

2. Der Betrag der linken Seite gibt den Abstand von P zu E an. Das Vorzeichen liefert den
Halbraum von P.

st dariiber hinaus der LotfuBpunkt von P gesucht (d.h. derjenige Punkt in E, der P am nachsten
liegt), hilft das folgende Verfahren (das wir auch fiir Projektionen und Spiegelungen noch gebrau-

chen werden).

Vorgehen: Lotgeraden-Verfahren

1. Notiere die Gleichung einer Hilfsgeraden h, die durch P und senkrecht zu E verlauft. Ver-
wende dazu P als Aufpunkt und den Normalenvektor T der Ebene als Richtungsvektor:

h:7=(ﬁ’)+r-ﬁ,reR

5 Bestimme den Schnittpunkt S von hund E. S ist der LotfuBpunkt von P.

3. Der Abstand von P zu E ist also |§7’)l.
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Beispiel Gegeben sel die Ebene E : 2X; — X2 + X3 — 8 = 0 sowie der Punkt P(2]13). Wir Stellgn,

eine Hilfsgerade h auf, die durch P und senkrecht zur Ebene E verlauft:

2 2 h
heX = ¢ sk ey isre R P
n
3 1 I
. . ay
Wir berechnen den Schnittpunkt von h und E, .
in dem wir h in E einsetzen: p E
2.(2+2r)—(1=r)+(3+r)—8 = 0 il
< —2+6r = 0
Mit r = { folgt fir den Schnittpunkt:
2 2 2
1
:>(_)§= 1 +%- —1 =>S?=0?—(ﬁ=—§' —1
3 1 1

Der Abstand von P zu E betragt damit d(P, E) = ]@)i = 3 -V6~0,82 [LE].

Abstand: Gerade - Ebene

Eine Abstandsberechnung zwischen einer
Geraden g und einer Ebene E ist nur sinnvoll,
wenn diese parallel zueinander liegen.

Dann besitzt jeder Punkt der Geraden
denselben Abstand zur Ebene und wir kénnen
den Abstand eines Punktes der Geraden (z.B. ,u
des Aufpunktes) zur Ebene berechnen. R ) i

Abstand: Ebene - Ebene

Auch hier ist eine Abstandsberechnung nur flr

zueinander parallelen Ebenen sinnvoll. Dann F 1
kann der Abstand eines Punktes der einen T P —
Ebene E zur anderen Ebene F berechnet wer- - i
den, z.B. mit Hilfe der HNF. AE

Liegen beide Ebenengleichungen in HNF vor, so kann der Abstand auch an der Differenz der
beiden Konstanten abgelesen werden.



tilerinnen verwirr i
oft Sindhs;hzlon Hern grie chistc,::eegn '"hde" Aufgaben auf einmal nicht mehr r oder s als Parameter
uftauc 3 ir,nmer Sislict andare Paruc Staben wie \ oder . Aus diesem Grund enthalten unsere
ufgaber : ameter, damit du dich daran gewshnen kannst und nicht tiber-
rascht wirst!

A-18.1- Berechne
) den Abstand des Punktes P von der Geraden g mit

1 2
P@11) und g:% =g +x.

2 1
b) den Abstand der parallelen Geraden g und h mit
0 -2 4 6
g:X=|o|+x|—4]|.xeR und h:R =] 11
1 1
¢) den kiirzesten Abstand der windschiefen Geraden g und h mit

0 —2 1
o[, AeR und h: ¥ =|_1

=7
= i
= 4 4 1

G +p-|2|.neR

Uberpriife den Abstand anschlieBend mit Hilfe des Parallelebenen-Verfahrens.
d) den Abstand sowie den LotfuBpunkt des Punktes P von der Ebene E mit
P(6/3|3) und E:3x;+4x3=5

e) den Abstand der Gerade g zur ihrer parallel verlaufenden Ebene E mit

2 1 1 2

1],2eR und E:X=]| 2 , 7,0 €R

Sl ON et ol

g:X =

1 | +A:

= 1 =1 1 0

A-18.2. Gegeben ist der Punkt P(3a|a|0) sowie die Ebene E : 3x; —4xz — 15 = 0. Bestimme a € R
sodass gilt: d(P, E) = 1.

A-18.3. Bestimme denjenigen Punkt A auf der Geraden

2 2
g;?: 1] +A |1 JAER,
3 2

der von den Punkten P(5|1|0) und Q(6/3|7) dieselbe Entfernung hat.

Lésungen




9 Projektion und Spiegelung

0. Spiegelung

an einem Punkt

Spiegelung eines Punktes P an einem Punkt Z: P’
__)
I 0P’ = (ﬁ +2. ﬁ Z
P

Spiegelung einer Geraden an einem Punkt:

1. Spiegel zwei Punkte der Geraden.

2. Stelle mit den Spiegelpunkten die Spiegelgerade auf.

Spiegelung einer Ebene an einem Punkt:

1. Spiegel drei Punkte der Ebene (die nicht auf einer Geraden liegen).

2. Stelle mit den drei Spiegelpunkten die Spiegelebene auf.

an einer Gerade

Vorgehen - Spiegelung Punkt an Gerade
Gegeben ist ein Punkt P, der an einer Geraden g : X = ﬁ +r-U,reR gespiegelt wird.

1. Berechne den LotfuBpunkt Z € g von P mit dem Lotebenen-Verfahren

o Hilfsebene H : T « (X — 0P) = 0 verwenden
e g und H schneiden sich in Schnittpunkt Z

2. SpiegelPanZ:ﬁ:()_P)+2-ﬁ

Beispiel Der Punkt P soll an der Geraden g gespiegelt werden mit
2 1
P(2|3/4) und g:?: 1| +r-lo|.,reRr
2 1
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Die Hilfsebene lautet
1 2
H: 0| e 7 — | &) =0
1 4

Ausmultiplizieren liefert: H : x; + X3 — 6 = 0. Anschlie3end H
setzen wir g in H ein, um das Spiegelzentrum Z zu erhalten:

2 1 3
(2+r)+(2+r)—6=0©r=1=>62= s S

2 1 3
Spiegeln von P an Z liefert:
2 3-2 2 1 4
W=_P)+2-P_Z)=>W= 3|+2-|1-3|=|3|+2-|2]|=]|=-1|=P(4-1]2
4 3-4 4 —1 2

Vorgehen - Spiegelung Gerade an Gerade
Gegeben ist ein Gerade h : X = o_é +5-V,s € R, die an einer parallelen Geraden g : % =
0A +r-T,r € R gespiegelt wird (T, ¥ linear unabhangig).

1. Spiegel den Aufpunkt B von h an g und behalte den Richtungsvektor bei:

h’:?=(ﬁ+t.7,teR

an einer Ebene

Vorgehen - Spiegelung Punkt an Ebene
Gegeben ist ein Punkt P, der an eine Ebene £ : 11 o (7 - (ﬁ) = 0 gespiegelt wird.

1. Berechne den LotfuBpunkt Z € E von P mit dem Lotgeraden-Verfahren

o Hilfsgerade h: ¥ = 0P +r- ,r ¢ R aufstellen
¢ hund E schneiden sich in Schnittpunkt Z

2. SpiegelPanZ:W:()_l-")+2-P_Z)

Beispiel Der Punkt P(1/4|7) soll an der Ebene E : Xy — X, —2x3 +7 = 0 gespiegelt werden. Die
Hilfsgerade

h: % = 4| +r-| =1 |,reRr,
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19.1 spiegelung

h P und ist senkrecht zu E. Einsetzen von h in E liefert das Spiegelzentrumm Z;

geht durc
1 1 2
(+0)—(@4-n=2:(7-2)+7=0&r=1 L% e e =
7 ~2 5
AnschlieBend spiegeln wir PanZ
1 1 3
_.)
0P'=_P)+2-l_9?=>6—3= | e | |
7 -2 3
und erhalten als Spiegelbild P’(32(3).
Vorgehen - Spiegelung Gerade an Ebene
Gegeben ist ein Gerade g : X = 0B +r-U.rcR, die an einer Ebene E gespiegelt wird.
1. Fall: Gerade und Ebene liegen parallel
svektor bei:

e den Aufpunkt B von g und behalte den Richtung
==
g’:7=OB’+s-7,seR

Spieg|

2. Fall: Gerade und Ebene schneiden sich
S zu erhalten. Dieser

ne E ,umden Schnittpunkt
) und liegt somit auch

« Schneide die Gerade g mit der Ebe
es Spiegelbild (S = S*

liegt in der Ebene, ist deshalb sein eigen
auf der Bildgeraden g’

o Spiegel einen weiteren P
Gleichung der Bildgeraden g’

unkt von g an E und ermittle mit diesem Punkt und S die

Beispiel Die Gerade g soll an die Ebene E gespiegelt werden mit

1 2
g:7= of|+r-|0 ,reR und E:x;—Xa=—3
0 1

Der Schnittpunkt S von g und E betragt S(-7|2| — 4). Wir stellen eine Hilfsgerade h auf, die durch
den Aufpunkt B der Geraden g und senkrecht zu E (Normalenvektor der Ebene ist Richtungsvek-
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19. Projektion und Spiegelung

tor) verlauft:

1 1
h:X=|2|+t-|o|,ter

0 =1

Der Schnittpunkt der Lotgeraden h mit der Ebene E ergibt den LotfuBpunkt F:

=
(1+t)—(—t)=—3=>t=—2:>(7-z= 2

2
Wir spiegeln den Aufpunkt B von g am Lot- Aus diesen Informationen ergibt sich die ge-
fuBpunkt F und erhalten: spiegelte Gerade g':
1 ) -3 =7/ 4
_)
oB'=3+2-B?= ol+2- 1o =] 2 g’:?:()—S)a-s-S_AL 2 |+s-]10|,S€eR
0 2 4 -4 8

Beispiel Die Gerade g soll an E gespiegelt werden mit

4 1
g:7= 6| +r-|2],reR und E:2x;+4x,+6x3=—-12
2 3

Wir kénnten hier wie im 1. Beispiel rechnen und kdmen zum Ergebnis: g’ = g, dass sich hier aber
auch ohne Rechnung finden lasst:

Wir sehen ohne viel Rechnen, dass der in der Ebenengleichung verwendete Normalenvektor das
2-fache des Richtungsvektors von g ist, also ist g senkrecht zu E und daher gilt g’ = g.

Vorgehen - Spiegelung Ebene an Ebene

Gegeben ist ein Gerade F : 73 o (X — 0B) = 0, dle an einer Ebene E : o (X — 04) = 0
gespiegelt wird.

1. Fall: Die Ebenen liegen parallel
Spiegel den Aufpunkt B von F an E und behalte den Normalenvektor bel:

F':fﬁo(?—ﬁ) =0
2. Fall: Die Ebenen schneiden sich

e Schneide die beiden Ebenen und ermittle die Schnittgerade.

o Spiegel einen weiteren Punkt von F und bestimme aus diesem Punkt und der
Schnittgeraden die Gleichung der Bildebene F’ .
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1. Fall:

F

Iﬁﬁ
1B’ F’

Ft

19.2 Projektion

Eine Projektion bezeichnet die senkrechte

Abbild i i i i
Geraden) auf eine Ebene, lldung eines Objekts (z.B. eines Punktes oder einer

auf Koordinatenebenen

Bei der Projektion auf eine Koordinatenebene wird die entsprechende Koordinate gleich
0, alle anderen Koordinaten bleiben unverandert.

Beispiele
o A(2| — 1|6) ergibt projiziert auf die X1 — Xo-Ebene (hier ist x3 = 0): A*(2| — 1]0)
1 2
e g: X = 2 | +r-| —4 | ,r € R ergibt projiziert auf die x; — x3-Ebene:

= 3

g":?: 0|+s:-|]0]|,s€eR

auf beliebige Ebenen

Vorgehen - Punkt auf Ebene
Der gesuchte Punkt ist der LotfuBpunkt von P. Ermittle diesen mit dem Lotgeraden-Verfahren.

Beispiel Betrachten wir das Beispiel aus p
Abschnitt 18.4, dann ergibt sich bei der Pro-
jektion des Punktes P(2|1(3) auf die Ebene
E:2x; — X, +X3—8=0: p*

. (8]2|10 E
£ (5\5‘?)
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Vorgehen - Gerade auf Ebene 3 ;
Gegeben ist eine Gerade g : X = (ﬁ +r-U,r eR, die auf eine Ebene E projiziert wird.

1. Fall: Gerade und Ebene liegen parallel
Projiziere den Aufpunkt A von g und behalte den Richtungsvektor bei:

g*:?:(W+r-77,reR

2. Fall: Gerade und Ebene schneiden sich

e Schneide die Gerade g mit der Ebene E , Um den Schnittpunkt S zu erhalten. Dieser

liegt bereits in der Ebene und somit in der gesuchten Projektionsgeraden g*.

e Projiziere einen weiteren Punkt von g auf E und stelle aus diesem Punkt und dem

Schnittpunkt S die Projektionsgerade g* auf.

1. Fall: Y g 2. Fall:
A U g
:, ¥ gL 5 £
*E/_)' ----- F' 2 *
...... LaisainAl E =5 Fats _, = A g
$ S — /
Aufgaben
A-19.1. Spiegel den Punkt P(5| - 2|1)
a) am Koordinatenursprung b) am Punkt Z(—3|1[4) ¢) an der x;-Achse
] 4
dang:X=|6 |+r-|_1[.,2eRr e) anE Xy —X,+3=0
5 —1

A-19.2. Projektion und Spiegelung:

-1 1
a) Projiziere die Gerade g : X = 7 | +A-|0],A€R aufdie x; — x,-Ebene.

2 2

0 —4
b) Projiziere die Gerade g : X = 8 |+A-] 1 |, AeRaufdie Ebene E : x; + x5 = 2.

c) Spiegel die Gerade g: X = [ 3 [ +A-| 1 |, €RanderEbene £ : x; +x; = 2.




O Kreise und Kugeln

20.1 Kreis-und Kugelgleichung

Ein Kreis (eine Kugel) bezeichnet die

Menge aller Punkte X in einer Ebene (im .

Raum), die von einem gegebenen Punkt M

(dem Mittelpunkt) einen festen Abstand r

(den Radius) haben.

Es gilt also: [MX| = r.
X1 — My

3 = =5

Wenn wir r = [MX| = [0X — OM| = Xp—my || = \/(X1 —m)? + (X = m,)? + (xg — my)? quadrie-

X3 — M3

ren, erhalten wir die

Kugelgleichung
K 2 (x1 = mq)? + (X — mo) + (xa —mg)® = 12

Beispiel Eine Kugel mit Mittelpunkt M(2|0] — 1) und Radius r = 3 wird beschrieben durch die
Gleichung

K:(xi—22+x5+(xa+1)°=9

Analog ergibt sich im R? die

Kreisgleichung SR
K (xy —my)?+ (Xo—mo)° =r

Unter einem Kreis verstehen wir stets die Kreislinie (nicht die Kreisscheibe) und unter
einer Kugel stets die Kugeloberfliche (nicht die Vollkugel).
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Lagebeziehung und Abstand
Punkt - Kugel

Um die gegenseitige Lage eines Punktes P und einer Kugel K zu bestimmen, gehen wir folgen-
dermafen vor:

1. Bestimme den Abstand d(P, M) des Punktes P vom Mittelpunkt M der Kugel.
2. Interpretation, falls:

e d(P,M) < r liegt P innerhalb der Kugel.
e d(P,M) = r liegt P auf der Kugel (P erfullt die Kugelgleichung).
e d(P,M) > r liegt P auBerhalb der Kugel.

3. Der Abstand von P zu K ergibt sich aus der Differenz von d(P, M) und r.

Beispiel Gegeben sind die Kugel K : (x4 — 1)2+(x2 —12+(xg — 7)? = 25 sowie die Punkte P(4/1|3)
und Q(1/6| — 5). K besitzt den Mittelpunkt M(1[1]7) und den Radius r = 5. Der Abstand von P zy
M betragt:

3
d(P,M)=MP|=|| o ||=5=r
5

Also liegt P auf der Kugeloberfléache Kreis. Dies ergibt sich auch durch Einsetzen von P in die
Kugelgleichung K : (4 — 1)2+ (1 —1)2+(8-7)?=25=25=25 /.

Der Abstand von Q zu M betragt:
Q

0 P
am,Q
d(Q,M)=IIW5|= 5 [|=13>r ( )

—12

Q liegt also auBerhalb der Kugel. Der Abstand von Q

Kugel betragt:
zur Kugel betrag Kugel im Querschnitt

d(Q,K) =d(QM)-r=13-5=8

Gerade - Kugel
Eine Gerade g: X = 0A +s- U, s € R kann eine Kugel K : (X — OM)? = r2
e in zwei Punkten schneiden (Sekante),
e in einem Punkt berlihren (Tangente) oder

e an ihr vorbeigehen (Passante).




vorgehen
Setze einen ,allgemeinen® Punkt der Geraden g : X =0A+s

K ein und lése das Gleichungssystem. Hat dieses

.U,seRindie Kugelgleichung

. zwei Losungen s und s, so handelt es sich um eine Sekante. Um die beiden Schnitt-

punkte zu berechnen, setze s; und s, jewells in die Geradengleichung ein.

« genau eine Losung s, so handelt es sich um eine Tangente. Um den Beriihrpunkt B zu

berechnen, setze s in die Geradengleichung ein.

« keine Losung, so handelt es sich um eine Passante. Um den Abstand der Geraden
von der Kugel zu bestimmen, berechne deren Abstand vom Mittelpunkt der Kugel und

subtrahiere davon den Radius der Kugel.

Beispiel Wir untersuchen die Lage der Kugel K zur Geraden g mit

=1 3
K: (X +1)%+(xa—3)2+ (x3+2)* =27 und g:X=|_a|+s-|4|.s€R
0 1
—1+3s
Dafiir setzen wir die Gerade als aligemeinen Punkt mit X =|_4+4s| inKein:
s

(1 +3s+1)2+(—4+4s—3)2+(s+2)2=27©sz—25+1 =0=>s=1

Da nur eine Losung herauskommt, ist g eine Tangente von K und berdhrt die Kugeloberflache im

Punkt B(2|0[1).

Ebene - Kugel
Eine Ebene E kann eine Kugel K : (X —OM)2=r2
« in einem Schnittkreis schneiden,

o in einem Punkt bertihren (Tangentialebene) oder

e nicht schneiden.
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Um die gegenseitige Lage einer Ebene £ : 77 o (X2 (ﬁ) = 0 und einer Kugel K : (X — W)Z =2
zu bestimmen, gehen wir folgendermafen vor.

Vorgehen

1. Notiere die Gleichung einer Lotgeraden g : X = OM +s- 7, s € R, welche senkrecht auf
E steht und durch den Mittelpunkt M der Kugel verlauft.

2. Schneide die Gerade g mit der Ebene £ um den Punkt M’ zu erhalten. Interpretation:

° W‘ < r, so schneidet die Ebene E die Kugel in einem Schnittkreis k um M. Den
adius r’ des Schnittkreises k erhalten wir tiber den Satz des Pythagoras:

2
r’=\/r2—‘M_M§

W } =1, S0 berthrt die Ebene E die Kugel im Punkt M".

W ‘ > r, so haben Ebene und Kugel keinen gemeinsamen Punkt.

Beispiel Wir untersuchen die gegenseitige Lage der Kugel K mit der Ebene E mit
K —1)7+(x2—9%+(x; —4)2 =85 und E:6X; —2x+3x3—49=0

Aufstellen der Lotgeraden zu £ durch den Kugelmittelounkt M(1(9]4) liefert:

Einsetzen der Gerade g in Gleichung E:
6-(1 +63)—2-(9—23)+3-(4+33)—49=0<:>493—49=0¢>s=1

Es folgt mit M’ als Schnittpunkt der Lotgeraden mit der Ebenen E und |W| als Abstand des
Kugelmittelpunkts vom Schnittpunkt:

1 6 7 6
—
oM = 9|+1:|-2|=]7 =>’MM’= —2||=7<V85=r

4 3 7 3
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Interpretation: Damit schneiden

: SIch E und K in einem Schnittkreis k mit Mittelpunkt M’. Den
Radius ' des Schnittkreises ber

echnen wir mit Hilfe vom Satz des Pythagoras:

2
+(rl)2=r2 = e lrg_lMM,i2=\/85_49=\/3—6=6

i

Kugel - Kugel

Die gegenseitige Lage zweijer Ku

geln Ky und K, mit den Radien r; und r, wird durch den Abstand
d der Mittelpunkte M, und M, be

stimmt: d(My, M,) = |M;Mj)|.
Hier gibt es finf mégliche Fajle:
1. d(My, M) > ry +r, = Die Kugeln haben keine gemeinsamen Punkte.
Abstand: d(K;, K3) = d(M,, M) — (ry + 1)

2. dMi,Mz) =ry +r, = Die Kugeln bertihren sich von auBen in einem Punkt.

8. In = 1ol <d(My,My) < ry + 1, = Die Kugeln schneiden sich in einem Schnittkreis.
4. d(M1, Mp) = |ry — 1| = Die Kugeln beriihren sich von innen in einem Punkt.

5. d(My, My) < |ry — ;| = Die Kugeln liegen ineinander.




20.3

Losungen

128 20. Kreise und Kugeln

Aufgaben

Oft sind Schiilerinnen verwirrt, wenn in den Aufgaben auf einmal nicht mehr r oder s als Parameter
auftauchen, sondern griechische Buchstaben wie )\ oder . Aus d|g§em Grund enthgltgnhuqsere
Aufgaben immer wieder andere Parameter, damit du dich daran gewdhnen kannst und nicht iiber.
rascht wirst!

A-20.1. Kreis- und Kugelgleichung

a) Bestimme die Kreisgleichung k mit Mittelpunkt M(3| — 2) und Radius r = 3.
b) Bestimme die Kugelgleichung K mit Mittelpunkt M(1| — 4|2) und Radius r = 2.
c) Bestimme die Kugelgleichung K mit Mittelpunkt M(2|0| — 1) so, dass P(-2| — 3| — 1) € K.

d) Gib den Mittelpunkt und den Radius von K : (x; + 3)? + (X — 9) + x2 = 5 an.
A-20.2. Gegeben ist die Kugel K : (x; — 1)2 + (xo + 2)2 +(xg + 1)% = 4.

a) Gib die Lage von K zu den Punkten A(2/2/0) und B(3| — 2| — 1) an.

b) Bestimme die Lage von K und mit der Geraden

0 4
g:X=[o0 |+rx-|_2]|,xeR

-8 3

¢) Bestimme die gegenseitige Lage von K und E : 2X1 —4x, — 15 = 0.
d) Gib die Gleichung der Ebene E an, die K im Punkt B(3| — 2| — 1) beriihrt.

e) Gib die Gleichung einer Kugel K mit Radius r; = 1 an, die K von auBen im Punkt B(3| —2| - 1)
berdhrt.




Aufgaben auf Abiturniveau

Aufgabe: ,Kletteranlage*"
Die folgende Abbildung zeigt modellhaft wesentliche Teile einer Kletteranlage:

o zwei horizontale Plattformen, die jeweils um einen vertikal stehenden Pfahl gebaut sind

o eine Kletterwand, die an einer der beiden Plattformen angebracht ist

Pfahl 2

N
Plattform 2

Im verwendeten Koordinatensystem beschreibt die x;x, - Ebene den horizontalen Untergrund.
Die Plattformen und die Kletterwand werden als ebene Vielecke betrachtet. Eine Langenein-
heit entspricht 1 m in der Wirklichkeit. Die Punkte, in denen die Pfahle aus dem Untergrund
austreten, werden durch P4(0/0/0) und P5(5/10]0) dargestellt. AuBerdem sind die Eckpunk-
te A(3|0]2),B(0|3|2),E(6|0|O),F(O|6|0),H(5|7|3) und T(2|10|3) gegeben. Die Materialstarke aller
Bauteile der Anlage soll vernachlassigt werden.

a) In den Mittelpunkten der oberen und unteren Kante der Kletterwand sind die Enden eines Seils
befestigt, das 20% langer ist als der Abstand der genannten Mittelpunkte. Berechnen Sie die

Lange des Sells.
b) Die Punkte A, B, E und F liegenin der Ebene L. Ermitteln Sie eine Gleichung von L in Norma-

lenform.
[zur Kontrolle: L : 2x1 + 2Xz + 3X3 - 12 =0]

¢) Zeigen Sie, dass die Kletterwand die Form eines Trapezes hat.

gifungsteil B - Geometrie - Aufgabengruppe 2
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d) Bestimmen Sie die GréRe des Winkels, den die Kletterwand mit dem Untergrund einschliest,

Uber ein Kletternetz kann man von einer Plattform zur anderen gelangen. Die vier Eckpunkte des
Netzes sind an den beiden Pfahlen befestigt. Einer der beiden unteren Eckpunkte befindet sich an
Pfahl 1 auf der Héhe der zugehdrigen Plattform, der andere untere Eckpunkt an Pfahl 2 oberhalp
der Plattform 2. An jedem Pfahl betragt der Abstand der beiden dort befestigten Eckpunkte des
Netzes 1,80 m. Das Netz ist so gespannt, dass davon ausgegangen werden kann, dass es die
Form eines ebenen Vierecks hat.

e) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Netzes und erlautern Sie lhren Ansatz.

f) Die untere Netzkante beriihrt die Plattform 2 an der Seite, die durch die Strecke [RT] dargestelit
wird. Betrachtet wird der untere Eckpunkt des Netzes, der oberhalb der Plattform 2 befestigt
ist. Im Modell hat dieser Eckpunkt die Koordinaten (5/10|h) mit einer reellen Zahl h > 3. Die
untere Netzkante liegt auf

0 5
g:7= o|+A-| 10 | ,A€R
2 h-2
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Berechnen Sie den Abstand des betrachteten Eckpunkts von der Plattform 2.




