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Sicher im Abi

10-Minuten-Training Oberstufe

Mit kleinen Lernportior




Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

Sie mdéchten sich fit machen fiir Klausuren und Priifungen, doch die Stoff-
fiille ,erschlagt” Sie?

Keine Panik! Gehen Sie einfach einen Schritt zuriick und wiederholen

Sie nicht gleich alles auf einmal. Teilen Sie sich stattdessen den Lernstoff
in Ubersichtliche, kleine Portionen ein. Denn taglich in kleineren Einheiten
zu lernen, ist erfolgreicher und bringt mehr als stundenlanges Biiffeln.

Dieses 10-Minuten-Training unterstiitzt Sie dabei, grundlegende Schliissel-

themen Schritt fiir Schritt zu trainieren. Dadurch erwerben Sie eine solide

Basis fur Klausuren und Priifungen und gewinnen Sicherheit und Selbst-
vertrauen.

Lernen in kleinen Portionen = Schritt fiir Schritt zum Erfolg!

Alles Gute fiir die Oberstufe und das Abitur!

Ihre Redaktion Klett Lerntraining
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Stammfunktionen und Integral

1 Stammfunktionen und Integral

Stammfunktionen

<

=

Was ist eine Stammfunktion?

ﬁ

Manchmal kennt man die Ableitung einer Funktion, die Funktion selbst aber nicht. Diega
gesuchte Funktion nennt man Stammfunktion. Genauer gesagt heif3t eine differenzierbare
Funktion F Stammfunktion einer Funktion f, wenn die Ableitung der Stammfunktion dje

Funktion f ist, wenn also gilt:
F'(x) = f(x).
Die Bestimmung einer Stammfunktion nennt man auch Integrieren.

Da beim Ableiten das konstante Glied wegfallt, ist jede Funktion F

mit F(x)+c auch Stammfunktion einer Funktion f.

Das bedeutet: Besitzt eine Funktion f eine Stammfunktion, dann

gibt es unendlich viele Stammfunktionen, die sich aber nur um einen
konstanten Summanden c unterscheiden.

Stammfunktionen braucht man im Sachzusammenhang, um z.B.
» den Flacheninhalt unter Funktionsgraphen bestimmen zu kénnen,
» aus der Anderungsrate den Bestand rekonstruieren zu kénnen.

Zusammenhang zwischen f und F

Das Integrieren ist die Umkehrung des Ableitens.

pbleiten

Funktion f
Stammfunktion F

Ableitungsfunktion f’
Funktion f

Integriere®

Wie bei der Ableitungsfunktion ' und der zugehorigen Funktion f
gibt es also denselben Zusammenhang zwischen einer Funktion f und
der zugehdrigen Stammfunktion F.

Mit Stammfunktion
bezeichnet man in der
Regel eine konkrete
Stammfunktion F(x),
die Gesamtheit aller
Stammfunktionen mit
F(x) + ¢ wird auch als
unbestimmtes Int
bezeichnet. gt

Umgangssprachlich
nennt man das Inte-
grieren auch ,Auf-
leiten®, in Anlehnung
an das Ableiten.




Stammfunktionen und Integral

F ist streng monoton
» steigend
» fallend

f(x)>0

f(x)<0

Das Vorzeichen von f
gibt also an, ob F
monoton steigt (+)
oder fallt (-).
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steigend
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F hat eine
Extremstelle

f hat eine Nullstelle
mit Vorzeichenwechsel

-
e
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Der Graph von F
hat einen Sattelpunkt

f hat eine
doppelte Nullstelle

F hat eine
Wendestelle

f hat eine
Extremstelle

Beispiel: Den Graphen einer Stammfunktion skizzieren

Gegeben ist der Graph der Funktion f. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion F,
der durch den Punkt P(0|1) geht.

1. Markieren Sie mit Geraden parallel
zur y-Achse die Stellen, an denen f
eine Nullstelle bzw. Extremstelle hat.
Dort hat F Extremstellen bzw. Wende-

stellen.

2. Markieren Sie die Bereiche, in denen
der Graph von f ober- oder unterhalb
der x-Achse verlauft, in denen F also
monoton steigend oder fallend ist.

3. Markieren Sie den Punkt, durch den
der Graph von F laufen muss. Beginnen
Sie in diesem Punkt und skizzieren Sie
von dort aus den Graphen von F.
Beachten Sie dabei, dass Sie aus f die
Steigung direkt ablesen konnen. :

e

e
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Steigeng
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Stammfunktionen und Integral

n Gegeben ist der Graph einer
Funktion f.
Skizzieren Sie den Graphen
der Stammfunktion F durch den
Punkt P(-3]0).

a Gegeben ist der Graph ; e N T
einer Funktion f. | J & EEREEy
Skizzieren Sie den Graphen ol IR s o
der Stammfunktion F durch ] } ~~—~J‘;
den Punkt P(0]2). ] R TN A E T e
TP N T
| o e T e
Lt WERIER T
y =1 L
st A ey T
: FHH
| l |
,’ Ey |
| I =0 -
| B Die Abbildung zeigt die Graphen LAy }
1 einer Funktion und einer zugehérigen 7 T
Stammfunktion. L L A o
Entscheiden Sie, welcher der Graphen | g [
| und Il die Stammfunktion darstellt. ? -
| Begriinden Sie Ihre Entscheidung. 4
| | |
T B
i Graph | :2 / s A
| et il : T
{ Glraph [} : ,I X
=761 -51-41-31-2T> 1=+2+3
| | | | | [ S |
2 7 2 e O 1 g =y




Stammfunktionen und Integral

n Gegeben sind die Graphen einer Funktion f, ihrer Ableitungsfunktion f’
und ihrer Stammfunktion F.
‘ {ly,‘ | Sy 98 1 1 U
‘ 21 | \,wA?‘34_].1,
: PNRE DR | $ | EENE
1 l 1v‘| | ‘ l X l\ '2'--[" 7'|r7"’
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Abb.1 Abb.2
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Abb.3
Ordnen Sie die Abbildungen der Funktion f, der Ableitungsfunktion f*
und einer Stammfunktion F von f zu. Begriinden Sie |hre Entscheidung.
Funktion f Abb.1
Ableitungsfunktion f' Abb.2
Stammfunktion F Abb.3




Stammfunktionen und Integral

-
| Beispiel: Aussagen iiber den Graphen von F machen

Die Abbildung zeigt den Graphen einer
Funktion f.

F ist eine Stammfunktion von f.

Welche der folgenden Aussagen tiber F
sind wahr, welche falsch?

Begriinden Sie.

a) Der Graph von F hat bei x =2 einen
Sattelpunkt.
b) Fist fiir 0 <x <2 monoton fallend.

OFEE2) < k(=)

d) Die steilste Stelle von F fir -4 <x<3
istbei x=-2.
Tipps:

» Markieren Sie charakteristische Punkte bzw. Bereiche.
» Wenn moglich, skizzieren Sie den Graphen der Ausgangsfunktion.
« Ubersetzen Sie den Text in mathematische Zusammenhange.

a) Die Aussage ist wahr,da f bei x =2 eine = 2 7] % T ) 0 A e
doppelte Nullstelle hat. 7 EY i
b) Die Aussage ist falsch. Fiir 0 <x <2 e J"_—,iﬁ @ fi EEE AN N
ist f(x) >0, also ist F in diesem Intervall / 1 iE
monoton steigend. / 1 3
c) Die Aussage ist wahr, da f(x) > 0 fiir | @ : / |
-2 sx=-1, ist F dort monoton steigend / 2 EREiEE
und damit F(-2) < F(-1). g NuusteueILO 1 Pl
d) Die Aussage ist wahr, der Graph von f hat \ / X
an dieser Stelle ein absolutes Maximum o L L [ o N L
im angegebenen Intervall. 2 / i 1j1 ! 2’§Lp;‘3,ene 3
} 6 { Nullstelle --——
-+ o1 e
|
|




Stammfunktionen und Integral 1

Welche Aussagen sind wahr, welche falsch?
Begriinden Sie.

| y

i B Gegeben ist der Graph einer Funktion f.
\

\

|

a) Der Graph von F hat eine doppelte Null-
stelle bei x=-1.

b) Fiir 0 <x<3 gilt F(x)<0.

¢) Ander Stelle x =3 hat der Graph von F
einen Tiefpunkt.

Gegeben ist der Graph einer Funktion f. ——4Y
Welche Aussagen sind wahr, welche falsch? EN |
Begriinden Sie. Lz

f

/

a) Der Graph von F hat bei x=2 /
einen Sattelpunkt. I

b) Fist flir 0 <x <2 monoton
fallend.

c) F(=2)<EE1)
d) F(f(-4,5)) ist Minimum. | -1

Gegeben sind vier Bedingungen fiir einen |
Graphen einer Funktion f. y

@ F0)=2
@ f(0)<0
® f@=0
@ F(2)>0 und f(x) >0 fiir x>2

Skizzieren Sie den Graphen einer Funktion f, "
fiir den alle vier Bedingungen gelten. ' ik
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Stammfunktionen und Integral

Bestimmung von Stammfunktionen

s

Stammfunktionen von Grundfunktionen

Fir Potenzfunktionen gibt es eine Regel zum Bilden von Stammfunktionen.
Die Stammfunktionen weiterer Grundfunktionen sollte man auswendig kénnen,.

f(x) =x"
(gilt fiir jede reelle Zahl
)

Kehrwert der Hochzahl +1 als Faktor
nach vorne; neue Hochzahl ist alte Hoch-
zahl +1.

\m\

f(x)=u(x)+ V(X), 7

(c ist eine beliebige Zahl)

f(x)=%=x‘1 F(x) = In|x|

f(x) = Vx = X2 Auch hier muss man zum Bilden FO) =% o %‘/;(*3
der Stammfunktion die Potenzregel
anwenden.

f)=c Die Stammfunktion der konstanten eey |

Funktionist c-x, da F'(x) =c.

f(x) = sin(x)

Die Stammfunktion der Sinusfunktion
ist die negative Kosinusfunktion.

F(x) = -cos(x)

f(x) = cos (x) Die Stammfunktion der Kosinusfunktion | F(x) = sin(x)
ist die Sinusfunktion.
f(x) =ex F(x) = f(x) = e F(x) = ex

Funktion und Stammfunktion haben den
gleichen Term.

In der Regel sind die Terme von Funktion und Stammfunktion unterschiedlich; nur bei der
nattrlichen Exponentialfunktion sind die beiden Terme von F und f gleich.

Wird eine Funktion mit einem konstanten Faktor (einer Zahl oder einem Parameter) multi-
pliziert, dann bleibt nach der Faktorregel dieser konstante Faktor beim Integrieren erhalten.

f(x)=k-ux)

FO)=k-U(x)

Ist eine Funktion als Summe bzw. Differenz von mehreren Funktionen zusammengesetzt,
wird sie nach der Summenregel summandenwesise integriert, also jeder Summand fiir sich.

F(x) =U(x) +V(x)

o

A e

10



Stammfunktionen und Integral 1

g
Beispiel: Stammfunktionen bilden

Bilden Sie eine Stammfunktion der Funktion f.
a) f(x)=3cos(x)

b) f(x)=x4*-2x2

1. Analysieren Sie, um was fiir eine a) Faktorregel
Funktion es sich handelt, d.h. welche F(x) = 3sin(x)
Regeln zum Bilden der Stammfunktion
Sie anwenden mussen. Manchmal b) Differenz von zwei Potenzfunktionen,
mussen mehrere Regeln in Kombina- also Summenregel

tion angewendet werden. Deshalb ist Sk s
es wichtig, dass Sie insbesondere auf et Lee.
Malpunkte, Bruchstriche, Klammern, o, e s
Wurs.eln oder besondere Funktionen 072 NOOSE 5K g
wie die Exponential- oder Sinusfunk- F(x) = %XS - %x3
tion achten.

2. Schreiben Sie die entsprechende Regel
auf.

B Bestimmen Sie eine Stammfunktion F der rationalen Funktion f.

a) f() =x3 b) f(x) =x7 +2 c) fe)=x3
d) f(x)=x7 &) f()= ;- 1 f f(0=¢
g) f(x) = 4x73 h) £(x) = -5 D=2+
D F0)=2x5-3x4+3x2-1 k) f0)=1x-2x2- 3 D f00=1+2x3+5

a Bestimmen Sie eine Stammfunktion F der Funktion f.

a) f(x) = 4e b) f(x) = ~5ex+2 0) f() =%-sin()
; d) f(x) =2+ cos (x) &) f(x) = X+ 3€X f) f(x)=2e*-7-sin(x)
1 g) f(x)=%ex+3$in(x) h) f(x) = -3eX - sin(x) i) f(x)=25in(x)—15cos(x)

m Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils eine Stammfunktion an.
2) g0 =gx2+5-2+41%  b)h()=}



1 Stammfunktionen und Integral

-
Stammfunktionen von (zusammengesetzten) Funktionen - \m\

grundlegende Integrationsregeln

Im Gegensatz zum Ableiten, fiir das allgemeine Regeln existieren, kann sich das Inte
als sehr schwer gestalten. Es gibt sogar Funktionen, die keine explizite Stammfunkt;
Deshalb kénnen Sie nur manche Funktionen nach den folgenden Regeln integrieren,

8fieren
on besi'qen

Die Kettenregel zur Integration heif3t auch lineare Substitutipn und Linear bedeytet
darf nur bei linearer Verkettung angewendet werden, das heifdt, wenn dass die Poteny g,
es sich bei der ,inneren” Funktion um eine lineare Funktion v ‘I;?:zblekr; 1ist,
Ht unkti v
mit v(x) =ax+b handelt: £x) = 2(x2“3"1| )f3 T;n
deshalb mit der linena.
% 2. ren Substitution i
f() = u(ax+b) F(x) =3 U(ax+b) thegrien werder:tlg;t
oder 1€ innere Funktion
oder : wegen x2 nicht linear
f(x) = u(v(x); v lineare Funktion | F() =y - U(v(x) ISt
Man dividiert die Stammfunktion

der dufieren Funktion durch die Ab-
leitung der inneren Funktion.

Beispiel: Stammfunktionen bilden
Bilden Sie eine Stammfunktion der Funktion f mit f(x) = %sin (2x-3).

1. Analysieren Sie, um was fiir eine Lineare Substitution
Funktion es sich handelt, d.h. welche ; s
Regeln zum Bilden der Stammfunktion :In(r;;eiezF:?glon;l'(x) 5
Sie anwenden miissen. Manchmal :
missen mehrere Regeln in Kombina- dufere Funktion:
tion angewendet werden. Deshalb ist
es wichtig, dass Sie insbesondere auf
Malpunkte, Bruchstriche, Klammern, 1 1
Wurzeln oder besondere Funktionen Fi)=7 (- 3605@2x-3) )
wie die Exponential- oder Sinusfunk- =- %- cos(2x~-3)
tion achten.

2. Schreiben Sie die entsprechende Regel
auf.

u(x)= %sin(x); Ux) = —%cos x)

Tipp:
Notieren Sie alle Zwischenschritte bzw. Einzelbestandteile und setzen Sie dann
die Ableitung schrittweise zusammen. b )

\&




Stammfunktionen und Integral

m Bestimmen Sie mit linearer Substitution eine Stammfunktion F von f.

a) f(x) = (2x-3)? b) f(x) = 2(3- 4x)8

9 f(x)=6e3_%x d) f(x) =sin(2x+1)

e) f(x) =7 cos(1-mx) f) f(x)=zx1__1

Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils eine Stammfunktion an.

a) f(x) =sin(x) b) g(x) = cos(2x+1) + 2-sin(5x)
c) h(x) = (4x-3)’

Beispiel: Stammfunktionen durch einen bestimmten Punkt angeben

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 4cos(2x). Bestimmen Sie die Stammfunktion F
von f, deren Graph durch den Punkt P (% |3) geht.

1. Bestimmen Sie eine Stammfunktion mithilfe f(x) = 4cos(2x)
Integrati In.
denintepmtionyEsel F(x) = 4-%-sin(2x) = 2sin(2x)
2. Notieren Sie die Menge aller Stammfunktionen, F(x) =2sin(2x) +c
indem Sie den Funktionsterm um +c erganzen.

3. Setzen Siein F(x)+c den x- und y-Wert des 2sin (2 %) +c=3

Punktes ein und l6sen Sie die Gleichung nach 2:dic=3

c auf. c=1

4, Notieren Sie die zugehorige Stammfunktion. Die gesuchte Stammfunktion lautet
F(x) = 2sin(2x) +1.

1

- e

Bestimmen Sie eine Stammfunktion F von f mit der angegebenen Eigenschaft.

a) f()=3(2-4x3 und F()=0  b) f(x)=4e>*-2e"> und F(0)=2

¢) f() =25 und F(5)=1

Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils die gesuchte Stammfunktion F an.
a) f(x) = -5e* mit F(0)=-5

b) f(x) = 4e2 -3e™* mit F(0)=2

c) f(x)=6e3+1 mit F(In(2)) = In(2)




1 Stammfunktionen und Integral

Nachweis durch Ableiten

f \m
Da das Integrieren einer Funktion schwieriger ist als das Ableiten, gibt man bei

komplizierteren Funktionen in Prifungen oft zu einer Funktion f eine Funktion F an

und verlangt den Nachweis, dass F eine Stammfunktion von fist.

Es ist also nachzuweisen, dass die Bedingung F'(x)=f(x) erfiillt ist.

Bendtigt werden hierbei die Ableitungsregeln: Kettenregel, Produktregel und Quotientenregel

Hinweis: Jeder Quotient kann als Produkt geschrieben werden, deshalb geniigt oft die Produkt-
regel.

Beispiel: Nachweis einer Stammfunktion durch Ableiten

Gegeben ist eine Funktion f mit f(x) = e’ (1 +2x2).
Zeigen Sie, dass die Funktion F mit F(x) =x- ex? eine Stammfunktion der Funktion f ist.

Es ist also nachzuweisen, dass gilt: 1. F(x) ist ein Produkt aus u(x) =x und
F'(x) = f(%). V() = e,
1. Leiten Sie F(x) ab. u(x) = x; u'c) =1

v(x) = ¥ V'(x) = 2x - e** (Kettenr egel)

|

l

|

l Produktregel: F'=u'v +uv’
x

| F(x)=1-e+x-2x-e*

2. Formen Sie F'(x) so um, dass Sie 2. Umformen
f(x) erhalten. Oft hilft Ausklammern. F'(x) = e¥* + 2x2 e’
L =eX(1+2x)=f(x) v
J

Zeigen Sie, dass die Funktion F eine Stammfunktion von f ist.
X = al 1
a) f0)= g FO)=Tres b) () = (3x-2) €2 F()=(x-6)-e?’

o) f() =x-e2%; F(x)=(-x-1)-e2* d) f(x)=(x+1)-e*; FX)=(-x-2)-e”

m Zeigen Sie, dass die Funktion F eine Stammfunktion von f ist.
a) f(x) =x-sin(x); F(x) =-x-cos(x) + sin(x) b) f(x) = sin(x) - cos (x); F(x) =%-sin2(x)

c) f(x) =sin2(x); F(x) =%[x-sin(x)-cos(x)]

Zeigen Sie, dass die Funktion F eine Stammfunktion von f ist.
0 L = 4 1 < fued
a) f(x) =x-In(x); F(x) 2X2 [ln (x) 2] b) f(x) = TN TOL F(x) = 2 In (x+4)

Q) f0) =x2-x2-In(D;  F(X) = 5x3(5-3- In(x2)




Stammfunktionen und Integral 1

Integrale

T — R

Was ist das bestimmte Integral?

Das bestimmte Integra! einer Funktion f ldsst sich berechnen und ist eine Zahl. Dieser
Wert entspricht dem orientierten Flécheninhalt zwischen dem Graphen einer Funktion f
und der x-Achse im Intervall [a; b], auch Fléchenbilanz genannt.

Orientierter Flacheninhalt bzw. Flachenbilanz by
bedeutet, dass eine Flache auch negativ gewichtet o

werden kann. Dabei werden Flachen oberhalb der \
x-Achse positiv und unterhalb der x-Achse negativ @ 1
gezahlt.

Fiir das bestimmte Integral im Intervall [a; b] -
schreibt man

b b
Jf(X)dX In diesem Fall ist If(x)dx <0,
a a
und spricht ,Integral von a bis b von (oder tiber) da die Flache oberhalb der
f von x"“. x-Achse kleiner ist als die Flache
unterhalb der x-Achse.

a und b heien Integrationsgrenzen, f nennt man Integrand und das Differential dx gibt die
Integrationsvariable an, hier also x.

Es gilt:
b c c
[F00dx+ [f0dx = [F(x)dx
a b a

Der Wert eines Integrals setzt sich aus den
Teilintegralen zusammen (Intervalladditivitat).

Woher kommt die Schreibweise fiir das Integral?
Die Schreibweise bildet die Anndherung der Flache zwischen einer Kurve und der x-Achse

durch Rechtecke ab.
Das Integralzeichen symbolisiert ein langes S fir Summe.
f(x) dx kann man sich vorstellen als Seiten von Rechtecken mit Lange f(x) und Breite dx

(d steht dabei fiir Differenz, x fiir x-Werte).
Zusammengesetzt bedeutet also _[f(x) dx ,die Summe aller Rechtecke zwischen dem

Graphen von f und der x-Achse, wenn die Breite dx unendlich klein wird".

N =

15



1 Stammfunktionen und Integral

Wie kann man das bestimmte Integral berechnen?

von f kennen, denn es gilt: e

b
[fo0dx = [FOIIE = F(b) - F(a)

Beispiel: Bestimmte Integrale berechnen

Berechnen Sie jeweils das Integral.

2 1
a) [ dx b) [ (2x-1)*dx )
1 0

1. Analysieren Sie, um was fiir a) Potenzregel

einen Integranden es sich f(x) = 12 =x2,
handelt, d.h., welche Regeln X
zum Bilden der Stammfunk- F(2) = -% ;
tion Sie anwenden miissen. -

also gilt:

Manchmal miissen mehrere :
Regeln in Kombination an- e
gewendet werden. Deshalb 1% x11
ist es wichtig, dass Sie ins-

besondere auf Malpunkte,
Bruchstriche, Klammern,
Wurzeln oder besondere
Funktionen wie die Expo-
nential- oder Sinusfunktion
achten.

f(x) = 2x-1)*

also gilt:

2. Schreiben Sie eine Stamm- ]‘ @2x-1)*dx =
0

funktion F(x) auf.

3. Berechnen Sie F(b) und F(a)
und subtrahieren Sie die

b
Fiir die Berechnung eines bestimmten Integrals Jf(x)dx muss man nur eine Stammfunktion

Diesen Satz nennt man auch Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung.

F@-F=-3-¢1=1

b) lineare Substitution

FOO =33 (@x=1)° = 75:2x-1)°

E b Pl el
i@ =g 12 =75 F(0) =95

()

\m

T(Zx-sin (%x))dx

0

A e
F(x) =-x =

F(1)=-1 Wenn Sie die Rechnung in einem
Schritt machen, miissen Sie darauf
achten, dass Sie Klammern um

F(a) setzen.

[ @x-17], =F)-F @)

beiden Werte.

¢) lineare Substitution
f(x) = 2x-sin (%x); F(x) = x2+2cos (%x)
FM=n2+0=n%  F(0)=0+2:1=2
also gilt:

I (2x-sin (%x))dx = [X2+2COS(X)]6‘ =m2-2

16
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m Berechnen Sie das Integral.

3
a) szdx
1
2
) Jx2+x3dx
0

4
e) IZ\/;dx
1

m Berechnen Sie das Integral.

a)

AN

;12- +COS (%x) dx
n

c) fx-sin(x)dx
0

1
e) J(2x-1)3dx
0

m Zeigen Sie, dass gilt: }(%x- 1)2dx =1.
0

Stammfunktionen und Integral

b) T2x3dx
1
2

d) Isin <%x) dx
0

2
f)f dx
1

><wl_\

4
b)J\&-ZdX
1

o))
d) Jez"dx
0

+2dx

==

9
2

In(2)

m Untersuchen Sie, ob der Wert des Integrals IZe"dx ganzzahlig ist.

0

b
@ Bestimmen Sie den Wert von b so, dass das Integral I(%x - 1)3dx den Wert % hat.
2
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Stammfunktionen und Integral f

Weitere Integrationsverfahren

i

S

Bei komplizierteren Funktionen, insbesondere bei dem Produkt von zwei Funktionen,
helfen die folgenden Regeln eine Stammfunktion zu finden.

1. Produktintegration
Iu(x) V' (x)dx = u(x)-v(x) —Ju’(x) -v(x)dx

Es sollte also u’(x)-v(x) bei der Integration ,einfacher” sein als u(x) - v'(x).
f(x)=x-ex

u@=x; uUX=1 vVQ0)=ex; v(x) =ex

Ix-exdx = x-eX—Jede =x-eX-eX=eX(x-1)

Damit ist F mit F(x) = eX(x-1) eine Stammfunktion von f.

2. Integration durch Substitution
Jf(g(x))-g'(x)dx = If(z)dz mit z=g(x)

Man versucht z =g(x) und f(z) so zu wahlen, dass auch g’(x) als Faktor vorkommt.

f(x) =x-V1-x2 ’
z=g()=1-x% gx)=-2x=35; dz=-2xdx

Ix-\h -x2dx = -% (-2xV1-x2) dx = -%I\Edz=—1-3-z%=—%-(1 -x)?

Damit ist F mit F(x) = —%\I(1 -x2)3 eine Stammfunktion von f.

Sonderfall:

Der Funktionsterm ist ein Quotient, dessen Zahler die Ableitung des Nenners ist.

g
m dx=In (|g(x)|)

ﬂ”=2x

1+x2

g(x)=1+x% g'(x)=2x
[ 725 dx=In(l1+x2)

1+x2

Damit ist F mit F(x) = In(|1+x2|) eine Stammfunktion von f.




Stammfunktionen und Integral 1

@ Ermitteln Sie durch Produktintegration eine Stammfunktion F der Funktion f.
a) f() =x-(x-3)* b) f(x) = -2x- e~
o) fl0i=x=sin k) d) f=1-1n(x)

m Ermitteln Sie mit Integration durch Substitution eine Stammfunktion F
der Funktion f.

a) F(X) = x el X e b) f(x) = x2- eX°+1

O 0)=7=rs

Berechnen Sie das Integral.

1
a) Ix -e2xdx
0

1 ¥
6X X

0| e dXEE e
s

=4




1 Stammfunktionen und Integral

Integralfunktion

i

|

|

Il @ \%\
| Was ist die Integralfunktion?

X
Eine Funktion I, mit 1,(x) =jf(t)dt nennt man Integralfunktion von f.
a
Dabei ist a die untere Grenze. Die obere Grenze ist variabel. Damit es zu keiner Verwechs,,
kommt, benennt man in der Regel die obere variable Grenze mit x und die Integrati O”SVarinb
wird mit t (um-)benannt. el
Es gilt: . Achtung:
F(x) ist
L) = [fOdt = [FOL - FR - F(a) it iner o
? F@) ist eine ZahLe i
Geometrisch kann man die Integral- Ity 1L i f T
funktion als diejenige Stammfunktion \ {; yi=if / / BE
von f interpretieren, deren Graph 341 1.:
durch den Punkt P(a|0) geht, d.h. IR DD *{ EEEEE “/ EEREs
a ist Nullstelle von 1. SR //,, 1
LN
+3f-a1 119 \t/ra——tr- 5+
IAE
|
Beispiel: Den Term einer Integralfunktion angeben
Gegeben ist eine Funktion f mit f(x) =5 —1 Geben Sie eine integralfreie
Darstellung fiir I, (x) an.
1. Bestimmen Sie eine Stamm- f(x) = %—1 =3x72-1
funktion F von f. 3
ROQ = =3xe1eduim ===
2. Bestimmen Sie I, (x) = F(x) - F(2)
L) = I f@®)dt = [FO)]% = FX) - F (), =-3x-(-3-2)
indem Sie den Wert fiir a in die = -% =X 43 B
Stammfunktion einsetzen.
1 i

@ Geben Sie zu den Funktionen f eine integralfreie Darstellung fiir die Integralfunktion an.

8) f) =3 (x+2)% 1400 0) f0 = 5mr7y o)




Stammfunktionen und Integral

1

r// .
Beispiel: Den Graphen einer Integralfunktion skizzieren
Gegeben ist der Graph einer Funktion f. HTAY
Skizzieren Sie den Graphen der Integralfunktion [,. 3
= : 24— i ] = 6 I8
Tipp: : : R | T
Denken Sie an die Ableitungs- NullstalaY|Edrare IWEE e FEEEE
regeln, insbesondere an die stalls L ) —
‘ Produkt- und Kettenregel. doppelte | Sattel- il 1->\J2
| Nullstelle |punkt B En
\ 0 R
| > monoton i
! fallend 113
[l
| =0 monoton
| steigend _H L EEE L
JE y:.-Iz,\_A 34
\
1. Beginnen Sie im Punkt P(a|0), also P(2|0). ; i
2. Skizzieren Sie ausgehend von P den Graphen 13 _2_,_‘)0 K
der Stammfunktion F. A1t N
/2
)
1l |
-
Gegeben ist der Graph y
einer Funktion f.
Skizzieren Sie den Graphen }7
der Integralfunktion I, (x). 6
5
%
4
|
|
3
LTl
52 e B 12 l,
- N ‘1
]
--8+=7-+=6+-5~1-4-+-3—-2+-1 1-+2-13-

8 e K P [ e Y TS
(0, T ¥ S it ¥ Ut XY _';o




2 Flachenberechnungen

2 Flachenberechnungen

Flacheninhalt zwischen dem Graphen und der x-Achse

Bei der Bestimmung des Flacheninhalts, der vom Graphen
einer Funktion f und der x-Achse eingeschlossen ist, muss
man diese Falle unterscheiden und beachten:

|. Die Grenzen sind gegeben und f hat keine Nullstelle,
also keinen Vorzeichenwechsel innerhalb der Grenzen.

Dann kann man mithilfe des bestimmten Integrals
den Flacheninhalt berechnen.

Da der Flacheninhalt immer ein positiver Wert ist,
gilt fir den Flacheninhalt:

A=

b
[fo0dx

Il. Die Grenzen sind nicht gegeben.
Dann muss man die Nullstellen der Funktion f
und somit die Integrationsgrenzen bestimmen.
Fiir den Flacheninhalt gilt:

X2
A= If(x) dx
Xq

IIl. Die Grenzen sind gegeben und f hat (mindestens)
eine Nullstelle, also einen Vorzeichenwechsel inner-
halb der Grenzen.

Dann muss man die Flachen ober- und unterhalb
der x-Achse einzeln berechnen und die Flicheninhalte
der Teilflachen addieren. Fiir den Flacheninhalt gilt:

h

Tf(x) dx

A=A +A;=

b
[fe0dx

und

22
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= Crr B

Beispiel 1: Fléche zwischen Graph und x-Achse mit gegebenen Grenzen berechnen

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = e2%. Berechnen Sie den Inhalt der Flache,
die der Graph von f mit der x-Achse im Intervall [0; n (3)] einschlieft.
1. Bilden Sie eine Stammfunktion F f(x) = e2x
f.
& F(x) = %ez"
(n(3) he)
2. Berechnen Sie den Fldcheninhalt A= Jezxdx “ ‘ [% ezx]o
" 0
mit A=||f(x)dx|.
l & %ez-ln(a)_%ez-ol
= [laoei
-|332-7
=14]=4

Beispiel 2: Fldche zwischen Graph und x-Achse berechnen

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %xz- 2. Berechnen Sie den Inhalt der Fliche,
die der Graph von f mit der x-Achse einschliefit.

1. Bestimmen Sie die Nullstellen x, %Xz -2=0
und x, von f. Diese bilden die untere 1,
und obere Grenze des Integrals. Pl

x2=4 |V

x=%2, also x;=-2 und x,=2

2. Bilden Sie eine Stammfunktion F F(x) = %-%x3 -2x = %x3 - 2x
von f.
X;
3. Berechnen Sie den Flacheninhalt A= If(x)dx = J(%xz—Z) dx
Xy Xq 5
mit A= |f(x)dx|. 1 2
| o[ [
«|§:22-2:2- (A -23-2-2))
8 8
= -6‘-4+g-4|
16
5 ?-3|
Ex -J_5|=l§
73
\egafeml >

23



2 Flachenberechnungen

Beispiel 3: Fliche zwischen Graph und x-Achse berechnen

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =x3-x2 Berechnen Sie c_ien Inhalt der Fléche,
die der Graph von f mit der x-Achse im Intervall [0;2] einschlief3t.

1. Bestimmen Sie die Nullstellen Maglicher Verlauf _7% Top:
von f. Diese legen zusammen des Graphen von f: rsr:(tlszgzt;irﬂ ierfinen
mit dem Intervall die Grenzen B el X (k=) =0, Gackier. auf des
méglicherTeilintervalle‘fest. : also sind %, =0 und xp=1
§tellen Sie die zugehorigen Teil- JiaNullstellsn von £
integrale auf.

>
A= J(x3 - x2) dx
0

2
A, = J(x3 - x2)dx
1

2. Bilden Sie eine Stammfunktion F F(x) = %x“ B %x3

von f.

3. Berechnen Sie den Flacheninhalt A=

der Teilintervalle. F(1) kommt sowohl

bei A, als auch bei A,
vor, muss also nur ein-
mal berechnet werden.

1 2l el .
’§'0|‘| 12| 7 Tip:

| 8 47
| =[daa 12| =
1 4. Berechnen Sie A, indem Sie die A=A +A)
: Flécheninhalte der Teilintervalle Lo 7 N8 A
addieren. T2 12 % 2
\ ,

n Der Graph der Funktion f schliet mit der x-Achse im Intervall [a;b] eine Fliche ein.
Berechnen Sie deren Inhalt.

a)fX)=4-(x-3)% a=0;,b=5 b) f(x)=1-e2% a=1;, b=3
c) f(x)=3-sin(x-%),- a=-§;b=n d)f(x)=11—6x3—x2+3x; a=1b=7

e)f(x)=x+x%-; ae =3 b=

Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die der Graph von f mit der x-Achse einschlieBt.

a) f(x) =2x3 - 6x2+4x b) f(x)=%x4_4x3+8x




Flachenberechnungen

Flacheninhalt zwischen zwei Graphen

o s e

Bei der Bestimmung des Flécheninhalts zwischen zwei Graphen spielt es
keine Rolle, ob die Graphen ober- oder unterhalb der x-Achse liegen.

Man bestimmt den Fldcheninhalt mit dem Integral R y=g
der Differenz der beiden Funktionen. Sind x, und x, die z .
Schnittstellen der beiden Funktionen, dann gilt: - A e
X2 il y
A= [(F&0-g(0)dx|. Wais
o X1 : : X2 X

Beispiel: Flache zwischen zwei Graphen berechnen

Gegeben sind die Funktionen f und g mit f(x) =x2 und g(x) = -x+2. Berechnen Sie den Inhalt
der Flche, die von den Graphen der beiden Funktionen eingeschlossen wird.

1. Bestimmen Sie die Schnittstellen X2=-x+2
X, und x, von f und g, indem Sie die x2+x-2=0
beiden Funktionsterme gleichsetzen. _1:1-41°(2)  -113
Diese bilden die untere und obere X12° 2 PP T
Grenze des Integrals. also xq=-2 und x,=1
2. Bilden Sie die Differenz der beiden f)-g(x)=x2+x-2
Funktionen f-g. Bilden Sie eine Stammfunktion: 4x3+2x2-2x
Stammfunktion. 1 3l
3. Berechnen Sie den Flacheninhalt A= If(x) -g(x)dx|= [% x3+ %xz - 2x]1 -
Xy =2 =
mit A=| | (F(x)-g(x)dx|. Sl s ot fai Bl S
x[(() gi) |3+2 2 ( 3*2*4)|'| 2|‘2'4'5
& =/

B Gegeben sind die Funktionen f und g durch f(x) = 1—3 fiir x>0 und
g(x) =4 -3x? filr x20.

a) Bestimmen Sie den Inhalt der Flache zwischen den Graphen von f und g.

b) Bestimmen Sie den Inhalt der Fldche zwischen dem Graphen von g, der Tangente
an den Graphen von g im Punkt B(2|3) und der y-Achse.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f einschlieBlich Asymptote.

b) Der Graph von f, die y-Achse, die Asymptote und die Gerade mit der Gleichung x = In(2)
begrenzen eine Fléche. Berechnen Sie deren Inhalt.

25

n Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=1-e™.
|
|
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2 Flachenberechnungen

Flachenberechnungen bei offenen Fldchen

Auch von Flichen, die ins Unendliche reichen, kann man den Flacheninhalt
berechnen.

Der Graph der Funktion f mit f(x) = % - % bildet fiir x=1 mit der x-Achse eine
shach rechts offene” Flache (Fig.1).

Fig.1 Fig.2

Um zu untersuchen, ob diese Fldche einen endlichen Flécheninhalt hat,
 begrenzt man die Fliche durch die Gerade mit der Gleichung x=z, z>1 (Fig.2),
» berechnet man den Flacheninhalt A (z) zwischen den Grenzen 1 und z,

« untersucht man, ob A(z) einen Grenzwert hat.

Beispiel: Den Flacheninhalt von nach rechts offenen Flachen bestimmen

Bestimmen Sie den Flécheninhalt, den der Graph der Funktion f mit f(x) == - <k

3
fir x=1 mit der x-Achse einschlief3t. 5

A@-J(3-)ax- -3+ 4]

98D (2 E)
(24)- (32
4,5

—45"—+;§'

im A@ = lim (45-2+22) - 45
Z— too Z— too
Es strebt also A(z) — 4,5 fiir z— +o. Dies besagt, dass das nach rechts unbegrenzte
Flachenstiick den Flacheninhalt 4,5 besitzt.
Entsprechende Uberlegungen fiir die Funktion f mit f(x) = T zwischen den Grenzen
x=4 und x=z ergibt

A@ - f%dx - [8Vx]; = 81z -16.
4

In diesem Fall existiert kein Grenzwert von A(z) fir z — +co. Die Flache hat damit keinen
endlichen Flacheninhalt.




Flachenberechnungen 2

per Graph der Funktion f mit f(x) = e~%2*x*1 begrenzt mit der y-Achse, der positiven
x-Achse und der Geraden mit der Gleichung x=z, z>0 ein Flichenstiick.

a) Ermitteln Sie den Inhalt A(z) dieser Fldche in Abhéngigkeit von z und berechnen Sie
A(10).
b) Untersuchen Sie flir z— +eo den Inhalt des nach rechts unbegrenzten Flichenstiicks.

Der Graph der Funktion f mit f(x) = ﬁ, die Gerade mit der Gleichung x=1 und die

x-Achse begrenzen eine nach rechts offene Fléche.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f in ein Koordinatenkreuz.

b) Untersuchen Sie, ob diese Flache einen endlichen Inhalt hat.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 4 - 3 - e"%%X, Die y-Achse, der Graph von f und

die Asymptote des Graphen von f begrenzen fiir x>0 eine nach rechts offene Flache.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f in ein Koordinatenkreuz.

b) Untersuchen Sie, ob diese Fldche einen endlichen Inhalt hat.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = e2X-3-e* + 2. Die y-Achse, der Graph von f und die
Asymptote des Graphen von f begrenzen fiir x<0 eine nach links offene Fldache.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f in ein Koordinatenkreuz.

b) Untersuchen Sie, ob diese Fléche einen endlichen Inhalt hat.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = % Der Graph von f, die x-Achse und die Gerade

mit der Gleichung x=1 begrenzen fiir x>1 eine nach rechts offene Fldche.
a) Skizzieren Sie den Graphen von f in ein Koordinatenkreuz.

b) Untersuchen Sie, ob diese Fldche einen endlichen Inhalt hat.
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3 Anwendungen der Integralrechnung

Ermittlung eines Bestandes aus einer Anderungsrate

| ., §

Wie kann man den Bestand aus einer Anderungsrate rekonstruieren?

Ist die Anderungsrate f' einer Funktion bekannt, dann l&sst sich die Gesamténderung
b

nach einem Zeitraum [a;b] mit dem bestimmten Integral If’(t)dt bestimmen.
a

Da eine Funktion unendlich viele Stammfunktionen hat, ist es wichtig, den sogenann-
ten Anfangsbestand zu kennen, um den Bestand rekonstruieren zu kénnen.

Kennt man die Anderungsrate f’ einer Funktion in einem Intervall [a;b] und einen
(Anfangs-)Bestand zum Zeitpunkt a, kurz f(a), dann kann man den Bestand zum Zeit-
punkt b bestimmen mit

b b
f(b)=f(a)+ [f(®dt bzw. f(b)=1(0)+[F(®)dt.
a 0

Magliche Beispiele im Sachzusammenhang sind die Bestimmung des Bestandes
aus der Wachstumsrate, der Fliissigkeitsmenge aus der Zuflussrate, des Weges aus
der Geschwindigkeit.

Beispiel: Den Bestand aus einer Anderungsrate rekonstruieren

Die Funktion f mit f(t) =-10e-%35t+100 (tin Stunden) beschreibt die Anwendungsaufgaben
Anderungsrate einer Bakterienpopulation. Zu Beginn der Beobachtung fﬁedsef ;\"t kf’""e" 3
waren 500 Bakterier! vorhanden. Ber.echnen Sie, wie viele Bakterien :;n;; Tzfsh::r'e'c“t:ner
3 Stunden nach Beginn vorhanden sind. gelést werden.
1. Bestimmen Sie eine Stamm- f(t)=-10e7935t + 100
funktion F von f. F(t) = __01,3_5 -(=10e-935t) + 100t
= 1000 e-035t 4 100t
3
2. Setzen Sie den Anfangsbestand F(3) =500 + J(—10e'°'35t +100)dt  Achtung: ‘
in die Formel ein und berechnen 0 K'amme"""'cm
Sie den Bestand mit =500 + [% e-035t 4 100t]3 T
b 0
F(b)=F(0) + J;f(t)dt. - 500 + (1900 ¢-035°3 1 300 - (10 1., )
= 781
3. Runden Sie das Ergebnis sinnvoll Nach 3 Stunden sind etwa 800 Bakterien
und schreiben Sie einen Antwortsatz. ~ vorhanden.
NS s/
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= 8 _ep B

« In Anwendungsaufgaben ist oft die Anderungsrate eines Bestandes gegeben,
die Variable ist dabei meist die Zeit und wird mit t bezeichnet.

» Ist ein Bestand gesucht, ist es wichtig, dass Sie unabhéngig von der Bezeichnung
eine Stammfunktion bestimmen miissen.

« Ist f'(t) gegeben, dann ist also f(t) gesucht.

n Die Funktion f hat im Intervall [1;3] die momentane Anderungsrate f’ mit f (x) = 2- e~%2%,
Bestimmen Sie f(3), wenn f(1) =5 ist.

a Die Geschwindigkeit (in ms-1) eines zur Zeit t=0 (in s) startenden Sportwagens kann
fiir 0=t<8 durch die Funktion v mit v(t) = -%t3 +3t2 beschrieben werden.
Bestimmen Sie den nach 8 Sekunden zuriickgelegten Weg.

B Die Anderungsrate einer Population wird beschrieben durch die Funktion f mit
f(t) =100 - 10 - e~%35t, wobei t in Jahren ab Beobachtungsbeginn angegeben ist.
Bestimmen Sie, auf welchen Wert die Population in den ersten 5 Beobachtungsjahren
angewachsen ist, wenn zu Beginn rund 500 Individuen vorhanden waren.

n In einem Behalter sind 80 Liter Fliissigkeit. Zur Zeit t=0 (in min) wird das Einlassventil

eines Rohres gedffnet. Wiahrend der ersten zwei Minuten steigt die momentane Durchfluss-
geschwindigkeit d (t) (in #) quadratisch bis zu 20"+in an.
Bestimmen Sie, wie viel Liter Fliissigkeit nach zwei Minuten in dem Behilter sind.

B Die Wachstumsgeschwindigkeit einer Kiferpopulation in einem See kann modelliert
werden durch die Funktion f mit f(t) = (1+—2t),; t in Monaten, f(t) in Kédfer pro Monat.

a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f.

b) Ermitteln Sie die Funktion, welche die Zahl der K&fer im See beschreibt, wenn zu Beginn
zehn Kafer vorhanden waren; zeichnen Sie den Graphen dieser Funktion.

c) Beschreiben Sie den Verlauf der Wachstumsgeschwindigkeit und den Verlauf der Kafer-
population.
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Mittelwert

Was ist der Mittelwert einer Funktion?

Mbchte man den Mittelwert (Durchschnitt) von einer bestimmten Anzahl an Werten,
z.B.von Schulnoten berechnen, addiert man alle diese Werte und dividiert sie durch die
Anzahl. Da eine Funktion in einem Intervall [a;b] jedoch unendlich viele Funktionswerte
hat, funktioniert diese Methode bei Funktionen nicht.

Ist eine Funktion f gegeben, so berechnet man den Mittelwert mit

b
m == [fe0dx.

(b-a) e 7 ] O
Da der Mittelwert m eine Zahl ist, kann man i - T o e e S |
ihn geometrisch interpretieren als Gerade 4+ : —— ‘~ J
y=m. o e / \ £lo ,v.___..__,‘__,L\‘\J
Schreibt man die Formel fiir den Mittelwert 3 e [
.o = 3 ] ﬁ\*‘
um, erhalt man ‘ | J |
. B v
_ ‘ =m
(b-a)-m=[fedx. M =i
a - A1 A2 H“\
Anschaulich bedeutet das, dass man die Flache | 1 { o ~
zwischen dem Graphen einer Funktion und der \ bl
x-Achse in ein inhaltsgleiches Rechteck mit der \ Ll X
Breite b-a und dem Mittelwert m als Hohe 0 1 e 4 5 |

umwandeln kann.

Den Mittelwert kann man sich auch mit einem Anwendungsbezug sehr gut verdeutlichen:
Beschreibt z.B. eine Funktion f die Zuflussgeschwindigkeit von Wasser in einem Zeitintervall
[a;b], dann liefert das Integral von f tiber [a;b] die Zuflussmenge A. Dieselbe Zuflussmenge

wiirde sich ergeben, wenn iber den Zeitraum konstant ﬁ pro Zeiteinheit zugeflossen
waren.

Beispiel 1: Den Mittelwert grafisch bestimmen

Bestimmen Sie den Mittelwert by ! 1 ‘
imintenali0-8l L @ & S T S e A e [A — '**J;—"
A | & EE )

1. Zeichnen Sie die Geraden x = a 4 B |
und x=b ein. — ‘ fﬁ"*""*’ y=

= ~ 2R\ W

2. Suchen Sie eine Gerade y=m, \) \ |
so dass die Fléchenstiicke unter- h arn
halb und oberhalb dieser Geraden 0 ; ' L'
5 - s 2 4 6 8 W e

ungefahr gleich grof3 sind. ——

. Ly
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JES————

Beispiel 2: Den Mittelwert berechnen

Gegeben ist eine Funktion f mit f(x) = -1x2+ %
Bestimmen Sie den Mittelwert von f im Intervall [0;2].

‘ Berechnen Sie m mit ﬁ=%j;(-%x2+2x) dx

b
— 1
M= lf(x)dx.

Wl N[ N[

Beispiel 3: Den Mittelwert im Anwendungsbezug berechnen

Die Wachstumsgeschwindigkeit einer Bambusart kann naherungsweise durch die
Funktion f mit f(t) = 0,01t3+0,2t2 fin Metern pro Woche, t in Wochen beschrieben
werden.

Berechnen Sie, wie viel die Bambuspflanze durchschnittlich in den ersten 5 Wochen
wachst und interpretieren Sie das Ergebnis im Sachzusammenhang.

5
1. Das Wort ,durchschnittlich” m=-1[0013+02t)dt
signalisiert, dass Sie den Mittel- 0

wert bestimmen missen. < [L th + its]s
Berechnen Sie also m mit SWLA00R; 15 o
Lo 1
= 2 _.54+_.53
i Bl—jf(t)dx 5 (400 15 )
w9
2. Wenn Sie das Ergebnis inter- Der Bambus wéchst in den ersten
pretieren miissen, bendtigen 5 Wochen im Durchschnitt etwa 2m
Sie den Mittelwert und die pro Woche.

zugehdrige Zeiteinheit mit ,pro”.
Die Zeiteinheit erhalten Sie
aus der Aufgabenstellung.

3
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3 Anwendungen der Integralrechnung

Bestimmen Sie den Mittelwert m der Funktion f auf dem Intervall [a;b].
Zeichnen Sie den Graphen von f und die Gerade mit der Gleichung y =m.

a) f() =7 x(8-x); a=0; b=8 b) f(x) = x3-x2+1; a=0; b=15

0 f(X) =sin(x); a=0;b=n d)f(x)=(x—§%?; a=0; b=5

Der Zufluss von Wasser in einen See lasst sich in den ersten sechs Stunden nach
Beobachtungsbeginn beschreiben durch die Funktion f mit f(t) = 4t - 40t? + 100t + 50.
Dabei ist t in Stunden (h) und f(t) in mT3 gemessen.
Berechnen Sie den Mittelwert der Funktion fiir die ersten sechs Stunden und interpretieren
Sie das Ergebnis im Sachzusammenhang.

Das Wachstum einer Forellenart kann durch die Funktion f mit f(t)=20-15-e7%""t be-
schrieben werden. Dabei wird t in Monaten seit Beginn der Untersuchung und die Lénge

f(t) in cm gemessen.
Welche mittlere Linge hat diese Forellenart in den ersten 10 Monaten seit Beginn der

Untersuchung?

a Die Konzentration eines Medikaments im Blut eines Menschen kann beschrieben werden
durch die Funktion f mit f(t) =10t-e %25't, Dabei wird t in Stunden seit der Einnahme

‘ und f(t) in Milligramm pro Liter gemessen.
a) Zeigen Sie, dass F(t) =-40-e%%t(t+4) eine Stammfunktion von f ist.

b) Wie hoch ist die mittlere Konzentration des Medikaments in den ersten 15 Stunden seit
Beginn der Einnahme?

8n
m a) Berechnen Sie das Integral J 3-sin (%x) dx.
0

b) Berechnen Sie den Flécheninhalt, der zwischen der Funktion f mit f(x) = 3 -sin (%x)
und der x-Achse im Intervall [0;8 n] eingeschlossen wird.

| ¢) Deuten Sie die Ergebnisse aus a) und b) anschaulich, wenn die Funktion fden
momentanen Wasserzufluss eines Gezeitenkraftwerks (in 1000 m? pro Stunde;

x =0: Normalnull und Flut) beschreibt. :
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Rotationsvolumen

AR — -

Was ist das Rotationsvolumen?

0 Dreht sich der Graph einer Funktion f Ay
im Intervall [a;b] um die x-Achse, ent-
steht die Oberflache eines Korpers.
Das Rotationsvolumen dieses Korpers
kann berechnet werden mit

b
v=n- [ (F00)dx.

Achtung: by

Rotiert eine Flache zwischen zwei

Graphen um die x-Achse, entsteht 2 =

ein sogenannter Hohlkgrper. Frask:

Dann muss man das Volumen des
Jinneren” Kérpers von dem des
,auBeren” Kérpers subtrahieren und
es gilt:

‘Y=g

~

(S e o, T -~
A ~
\ \/

-

S -

-

= AT

=m- _T o)) 2dx-m- I (g(x))?dx

\ "~.
mit f(x) = g(x). \A i

Beachte:
Mit der Formel V = nI f(x) - g(x))>dx wird nicht das Rotationsvolumen des Hohlkérpers

berechnet, denn die Rotation des Graphen der Differenzfunktion entspricht nicht der Differenz
der Rotation der beiden Graphen.
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o L
Beispiel 1: Rotationskérper beschreiben

Gegeben ist eine Funktion f mit f(x) = Vx. '
Beschreiben Sie, welcher Korper entsteht, wenn der Graph von f im Intervall [0 ;4]
um die x-Achse rotiert.

1. Skizzieren Sie den Graphen von f.
Markieren Sie die Grenzen und
deuten Sie die Drehung an.

|
[

2. Beschreiben Sie den Korper. Es entsteht eine Art ,Sektkelch” ohne Stil.
Hohe des ,Kelches”: 4 LE
Radius der Offnung: 2 LE

Beispiel 2: Das Rotationsvolumen berechnen

Gegeben ist eine Funktion f mit f(x)=-x+4.

Bestimmen Sie das Rotationsvolumen des Korpers, der entsteht, wenn der Graph
von fim Intervall [0;2] um die x-Achse rotiert.

1. Bestimmen Sie (f(x))2 (F())? = (-x +4)2
Beachten Sie dabei die =x2-8x+16
binomischen Formeln.

2. Berechnen Sie V mit V

b
V=1 | (f(x)2dx.
n!( (x))*dx =7 [(x2-8x+16)dx

2
n f (F())2 dx
0
2
0

13- 42 &
33~ 4x2+16x]

s
-n(§-16+32) -3,
= 58,6 VE

Das Rotationsvolumen betrégt ca. 58,6 VE.




Anwendungen der Integralrechnung 3

2
it V= +1)2dx wi i 2
m Mit V=7t !(x )*dx wird das Volumen eines Kdrpers berechnet.

Beschreiben Sie den Korper.

m Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f.

Berechnen Sie das Volumen des entstehenden Drehkérpers, wenn die Fliche
zwischen dem Graphen und der x-Achse iiber [a;b] um die x-Achse rotiert.

1
a) f()=7x2+2 a=0; b=4 b) f(x) =2Vx-1; a=1, b=5
) f(x)=2-e%% a=0; b=4 d) f(x) =3ysin(x); a=0; b=

m Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f.

|
i
|
\
l
B Berechnen Sie das Volumen des entstehenden Drehkorpers, wenn die Flache
| zwischen dem Graphen und der x-Achse um die x-Achse rotiert.

lﬁé | a) f(x) =4-x2 b) £(x) =x2 - 13

¢) f(x) = 0,25x V9 -x

Die Fldche zwischen den Graphen von f und g iiber [a;b] rotiert um die x-Achse.
Skizzieren Sie die Graphen und berechnen Sie das Volumen.

a)f(x)=4Ux+1; g(X)=X2+1; a=0; b=2
b) f(x)=5+e %%, g(x)=4-e7*; a=0; b=5
c) f(x)=01x2+5 g(x)=e*+1; a=1; b=4
Der Graph der Funktion f mit f(x) = %\IZ(X2 +1) begrenzt mit den Koordinaten-

achsen und der Geraden mit der Gleichung x=6 eine Flache.

Bestimmen Sie das Volumen V des Rotationskorpers, der entsteht, wenn diese
Flache um die x-Achse rotiert.
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Unbestimmte Integrale

Das unbestimmte Integral ordnet SRR
einer Funktion f alle Stammfunktionen "y _¢\
F(x) +c zu. ' il
Deshalb schreibt man das unbestimmte
Integral mit dem Integralzeichen, aber

@ ohne obere und untere Grenze: R

[fo0dx. o4}
Dabei gilt F'(x) = f(x). \

B'esitzt eine Funktion

eine Stammfunktion
dann hat sje immer ’
unendlich viele s
funktionen, Ansc;;:l-m-
lich entspricht dies den,
Graphen der Funktio-

| nen,deren Verlauf

—— gleich ist, die aber im

SInli Koordinatensystem

nach oben oder unten

verschoben sing.

1
Ll
| Bl il P

l
Ly=]l:

L ly=kLy=i

f(x)=x% F(x)= %x3 tc

Der Graph von
* k gehort zur Stammfunktion F(x) = %x3 +1;

- lgehdrtzu F(x)=3x3 +25;
 igehortzu F(x)= %x3 =gl

Beispiel: Unbestimmte Integrale angeben
Geben Sie fir J(S x-3)2dx einen integralfreien Term an.

Ein unbestimmtes Integral zu bestimmen, bedeutet, eine Stammfunktion des Integranden
zu finden.

1. Bestimmen Sie eine Stammfunktion  f(x) = (5x - 3)2
mithilfe der Integrationsregeln. E60 % ! _;_ (Gx-3)3 = 11_5 5x-3)3

2. Notieren Sie die Menge aller
Stammfunktionen, indem Sie den f (5x-3)2dx = 11—5 (5x-3)3+c
Funktionsterm um +c ergénzen.

Geben Sie einen integralfreien Term an.

a) [32-407dx b) J'4e3"—£dx 0 [3(x-2"dx




Anwendungen der Integralrechnung 3

Integrale in der Stochastik - Normalverteilung

Bei einer q.is‘kreten Zufalls'gr.b'fSe X konnen die zugehdrigen Werte durchnummeriert werden.
Die zugehdrige Wahrs.ch.emllchkeitsverteilung von X besteht aus endlich vielen Zufallsgréfen,
denen eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet wird, wie z.B. bei der Binomialverteilung.

Was sind diskrete Zufallsgrofien?

Wie kann man diskrete Wahrscheinlichkeiten als Flichen darstellen?

Die Wahrscheinlichkeiten einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung wie z.B. der Binomial-
verteilung kdnnen in einer Tabelle aufgelistet und als Rechteckfldchen in einem Histogramm
dargestellt werden.

Ist die Breite der Rechtecke jeweils

| 1, gilt:
‘ « Die Flache von jedem Rechteck
\

entspricht der zugehdrigen
Wahrscheinlichkeit und damit
dem Wert der Hohe.

 Die Gesamtfldche aller Rechtecke
betragt 1.

Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen und ihre Darstellung (GauB'sche Glockenkurve)

Eine stetige Zufallsgroie X kann als Wert jede reelle Zahl annehmen. Die zugehdrige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von X kann mithilfe der sogenannten Wahrscheinlichkeitsdichte oder

Dichtefunktion modelliert werden.
Wie bei einer (stetigen) Funktion auch kann man die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten als

Kurve darstellen.
Mathematisch kann man ein A P(X=K)
Histogramm beliebig verfeinern, [ (el T
d.h. die Breite der Rechtecke wird P RS S Binowialvertslung
immer kleiner, und als Randkurve 025 i oA s o Nomanverteiling
durch einen stetigen Graphen 0201 = L
ersetzen. 0,15 N ——
Der zugehbrige Definitionsbereich 01077 oy ey
sind dann keine ganzen Zahlen 0,05 L S Xk
mehr, sondern alle reellen Zahlen e T e s o
in einem bestimmten Intervall.

) Y,
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e
Da bei solch einer Randkurve die Breite der Rechtecke null ist,m

erhilt man fiir die einzelnen Wahrscheinlichkeiten ebenfalls den  in der Analysis gq,

Wert 0, obwohl der Flicheninhalt unter dem Graphen immer z;ke"s”ézf;';trilzn
noch den Wert 1 hat. Die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten aus einer And:-s
muss man also mit dem Integral berechnen. rungsrate,

Beispiel: Begriinden Sie, welche ZufallsgréfRen diskret, welche stetig sind.

a) Zahl, die bei Lotto gezogen  Diese ZufallsgroBe ist diskret, da beim Lotto nur ganze
wird. Zahlen von 1 bis 49 gezogen werden kdnnen.

b) Korpergroe Die Zufallsgrole kann als stetig aufgefasst werden, da gj
Kérpergroe nicht nur aus ganzzahligen Werten besteht e

Was ist die Normalverteilung?

Die Normalverteilung (auch Gauf'sche Normalverteilung oder einfach nur Gau13~Verteilung
genannt) ist eine der wichtigsten (stetigen) Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

(x—p)?
s 5 A 1 S . ’ . A
Die Funktion @ mit @,,,(x) = —=¢ = heifit Gau3'sche Glockenfunktion mit Erwartungs-

wert p und Standardabweichung o.
lhr Graph wird wegen seiner charakteristischen Form auch (GaufS'sche) Glockenkurve genannt.

b
Eine stetige Zufallsgrofe X heifit normalverteilt, wenn gilt: P(a<X=<b) = Icpm(x) dx.
a

k
Achtung: Die Funktionswerte f(x) sind keine Wahrscheinlichkeiten, da gilt: If(x)dx =(.
k

el ed | ‘
| hy=¢,. l
03 Y=Qu;0 | |
4 f | : A p=12
_012 ‘ ] - o= =l
| | | |
‘ Wy LT W
-0/1 l A ; 72 2
\ — E __;_‘_A\?\\M T
IR 1{‘3 el e
| o] =] = e il e £ s | [
| \ ; i ekl = T |
Die Normalverteilung hat folgende Eigenschaften: +

» Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten ist 1. Damit muss gelten: _[f(x)dx =1.

e Ander Stelle x4=p (Erwartungswert) hat die GauR'sche Glockenkurve das Maximum.

» Die Kurve ist achsensymmetrisch zur Geraden x = pu.

 Die Kurve nahert sich asymptotisch der x-Achse fiir x — oo,

» Die Kurve hat zwei Wendestellen x,, = p+0. Der Abstand der Wendestellen vom Ep
wartungswert J ist also die Standardabweichung o.

» Als Faustformel gilt: Die Standardabweichung vom Erwartungswert betragt e_tw‘afi’ﬁ")




Anwendungen der Integralrechnung 3

geispiel 1: Wahrscheinlichkeiten normalverteilter Zufallsgrsgen bestimmen m

gerechnen Sie mithilfe des Taschenre.chners fir die normalverteilte Zufallsgrée mit Erwar-
tungswert 1= 25 und Standardabweichung =5 die Wahrscheinlichkeit P(X < 20).

Eine Normalverteilung héngt von den vier Parametern a, b, i1 und o ab. Taschenrechner haben
fiir die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten einen Befehl, der meist ,normal cdf”, ,normal cd”
oder Kumul. Normal-V* heifst. : . &

Geben Sie die zugehdrigen Parameter in den Taschenrechner ein.

Beispiel 2: Eine Glockenkurve skizzieren und Wahrscheinlichkeiten grafisch bestimmen

Gegeben ist eine normalverteilte Zufallsgrée mit Erwartungswert p=8 und Standard-
abweichung 0=3. :

a) Skizzieren Sie die zugehdrige Glockenkurve.

b) Erkléren Sie, wie man P(X=10) bestimmen kann.

a) Markieren Sie den Hoch- 4 L |
punkt H bei j1=8. 034 | Ppso
Mit dem Taschenrechner
erhalten Sie das zuge- -0,2
horige Maximum.
Markieren Sie die Wende- ~~ 0/1
punkte Wy und W.
b) P(X =10) entspricht der >
Fléche zwischen 0 und 10. ' |
Uberlegen Sie, welchen P(X<10) = 0,75
Flacheninhalt ein Késtchen
hat, in diesem Fall ist es
0,05.
Zahlen Sie Késtchen und
schatzen Sie den Flachen-
inhalt ab.

Begriinden Sie, welche ZufallsgroBen diskret, welche stetig sind.

a) Lange von Schrauben
b) Anzahl der Sammelfiguren in Uberraschungstiiten

¢) Gewicht von Schulranzen




Anwendungen der Integralrechnung

Gegeben ist eine normalverteilte Zufallsgrofie mit Erwartungswert i =1¢
und Standardabweichung o =2.

a) Skizzieren Sie die zugehorige Glockenkurve.

b) Bestimmen Sie P(X = 14) naherungsweise mithilfe des Graphen.

Gegeben ist der Graph der Glockenkurve einer normalverteilten Zufallsgroge,
Die Parameter p und ¢ sind ganzzahlig.

”’ Ay=06 | 5 R ‘ J
0,3- fil :
DlERafRcR)
‘ |
-0,2 ; Pl
// \ < LEd
01 LA \ ol Al
= ~ i
e 2l 6 8 10 12 14 16 18 | 20
f i f f f f { f i =

a) Geben Sie p und o an.
b) Geben Sie P(X=3) an.
¢) Bestimmen Sie P (4 <X =9) mithilfe des Graphen.







Losungen 1 Stammfunktionen und |
' nt

Cgral

1 Stammfunktionen und Integral

B 1. Markieren Sie mit Geraden parallel zur y-Achse die Stellen,
an denen f Extrem- oder Wendestellen, F also eine Nullstelle
oder eine Extremstelle hat.
Also miissen die Geraden durch die Extrem- und Wendepunkte
gehen.

2. Markieren Sie die Bereiche, in denen der Graph von f ober-
oder unterhalb der x-Achse verlduft, in denen F also monoton
steigend oder fallend ist.

3. Schétzen Sie ungefahr die Steigung ab und skizzieren Sie den
Graphen von F.

B3 1. Markieren Sie mit Geraden parallel zur y-Achse die Stellen,
an denen f Extrem- oder Wendestellen, F also eine Nullstelle
oder eine Extremstelle hat.
Also mussen die Geraden durch die Extrem- und Wendepunkte
gehen.

2. Markieren Sie die Bereiche, in denen der Graph von f ober-
oder unterhalb der x-Achse verléuft, in denen F also monoton
steigend oder fallend ist.

3. Schatzen Sie ungefahr die Steigung ab und skizzieren Sie den
Graphen von F.

B} Graph | gehort zur Funktion, Graph Il zur Stammfunktion, da Graph | an der Stelle Xo=0 eine Nullstelle

| mit Vorzeichenwechsel von - nach + hat und Graph Il dort einen Tiefpunkt.
|

Betrachten Sie Extrem- und Nullstellen. Eine Extremstelle wird bei der Ableitung zu einer Nullstelle.
Eine Nullstelle wird bei der Stammfunktion zu einer Extremstelle. Beachten Sie auch das Monotonie-
verhalten.

Abb.1 muss zur Funktion f gehoren, da die doppelte Nullstelle x =0 zu einer Nullstelle mit VZW von +
nach - in der Ableitung wird.

Damit gehort Abb.3 zum Graphen der Ableitungsfunktion f'

Der Graph von Abb. 2 gehdrt zu einer Stammfunktion F von f. Der Graph von F ist monoton fallend
fir alle x, d.h. flir die Funktion f muss gelten: f(x) <0 fiir alle x.
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1 Stamm‘fun‘k‘tibﬁ.é"i ilhd Integral

Losungen

B a) wahr

Der Graph von f hatan der Stelle x=-1 einen Sattel
deshalb hat F dort eine doppelte Nullstelle.
b) falsch
F ist monoton fallend fir x <
o) falsch
F ist monoton steigend flir x> 2, und f hat an der Stalle
Graph von F keinen Tiefpunkt an der Stelle x =3 haben,

punkt, also Steigung null, und ist monoton fallend,

2 und monoton steigend fir x> 2, deshalb ist f(x)> 0 fiir x> 2.

X =3 keinen Sattelpunkt. Deshalb kann der

a) Wahr SEEAIHE L ! ! 2
£ hat eine doppelte Nullstelle bej x = 2. L —LJ—‘—/?\\% 5 ey
b) falsch EELAAY AP AN S
Fir 0<x<2: f(x) > 0 ist F monoton steigend. ﬁ L s ] :
0 wahr EEENiNEERE\ AREREN
Da f(x)>0 fiir ~2=x= -1, ist F dort monoton steigend S N @ T
in diesem Intervall und damit F(-2) < F(-1). jquusteue ’ ,‘\ T J |
d) wahr A I N 7
f(-4,5) = -4 und an der Stelle x=-4 hat f eine Nullstelle A DS Fa A ; -'L 0 "r_‘_ T
mit Vorzeichenwechsel von - nach +. =21 'L 3@—12 Lo A 23747
1PN ‘ | doppelte |
B ZIEIE H_‘z | Nullstelle |
| 8 PS5 i 0 W A ] T i ) ]
= **_.A;‘* ,{_3 4 = ,_‘;.-"_‘, 2
—-afFeam=-a L

B Gehen Sie so vor:
o (bersetzen Sie den Text in mathematische Zusammenhange.
» Beschreiben Sie, was jede der Bedingungen fiir den Graphen einer Funktion F bedeuten.

() Der Graph geht durch den Punkt P(0]2). SR
kT : YieEl
@ Ander Stelle x =0 ist die Steigung negativ, der Graph also 5 N A
monoton fallend. \N : /
4
® Ander Stelle x=2 hat der Graph die (Tangenten-)Steigung 0. | | |\ *3 ! An
H0) <0\
@ F(2) >0 und der Graph von f ist fiir x>2 streng monoton Skt 2 P(0|2) y=F
steigend. :l g H i
! T_f(2)-0 und F(2)>0/ x.
o L S S 9
1-20-13 TT1T2T3T4T5T6TT
HAE S e
T T I I I
B2 Fx-1x b) F(x) = X8 + 2x 0) FX) =-3x2
d) F(x) = - 26 5) F(x)=-l-%-x f F@=-3 %
8 F() = -2x2 h) FOO =% | [ R0N = 2+ Ina):+
)} F(x)=%x6-%x5+x3-x k) F(x)=-x‘*--§x3'—%x2 D F(x)=ln(x)+%x4+5x
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B a) F(x) = 4ex b) F(x) = -5€X+2x
o) F() = cos(x) d) F(x) =2sin(x)
e) F(X)=zx2+3ex f) F(x)=2ex+%cos(x)
g) F(x) = JeX-3cos(x) h) F(x) = -3eX+ cos(x)

i) F(x)=-2cos(x) - sm(x)

@ a) Esist g(x)=%x2+x—52—2+\/>7

i1l
=%x2+5-x‘2—2+x2.

NIW

Dann folgt: G(x) = 5 3x3+i,|x4—2x

lel—\»

=—x3—§—2x+%x\/— oder G(x)+c fiir jede beliebige Zahl c.

O\ =

b) H®) =In|x|  oder H(x)+c fiir jede beliebige Zahlc,
wobei In die natiirliche Logarithmusfunktion ist.

@ a) F=72x-3)%3=-1@x-3) b) Fo)=2-13-4x°5: (-7) = -5 B-4x)5
- ©) F( = 63755 (-3) = - L2373 d) F9) = - Fcos2x+1)
e) F(x) = -sin(1-7x) f F()=7In2x-1)

& a) F(x) = -cos(x) oder F(x)+c fiir jede beliebige Zahl c.

b) G(x) = %sin (2x+1) - %cos(s x) oder G(x) + c fiir jede beliebige Zahl c.

c) H(X) ——— -(4x-3)8 oder H(x)+c fiir jede beliebige Zahl c.

@ a) F(x)--—(2 4x)4+¢c; F(1)=0; -—(-2)4+c 0; c=
F(x ———(2 4x)"+—

Wl

b) FO)=4-e¥-5-2-e2x(-1) 4 ¢

= %e3x + e“2X + C;

F) =2 3e’+el+c=2 c=-

w|=

F()i)=%e3x+e'2"-%
) F0)=3-Inlx-2l+¢; F(5)=1; 3:InB)+c=1; c=1-3-In(3)
F(x)=3-In|x-2|+1-3-In(3)
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1 stammfunktionen und Integral 2
Losungen

a) F(x)=-5ex+c
| 0 F(0)=->%C
| Mit der Bedingung F(0) = -5 ergibtsich: -5+ ¢=-5
Also ist ¢=0 und damit F(x) = -5ex. ;

b) F(")”"%ezx’("')'3<i"‘~‘c=2e2x+3e-x+c
F(0)=2+3+c=5+c

Mit der Bedingung F(0) =2 ergibtsich 5+c¢=2.
Alsoist ¢=-3 und damit F(x)=2e2*+3ex-3,

0 F(X)=6'j§'e3X+X+C=2e3"+x+c

F(ln (2)) =2 eBl"(z) +In (2) +c=2- eln(23) +1n (2) +c=2:2+

: ! =2:2%4(nQ)c =2 Al
Mit der Bedingung F(In(2)) = In(2) ergibt sich 24+ (n(2) + ¢ = 121 ) el
Also ist ¢=-16 und damit F(x) =2e3*+x - 16. :

@aF®=-1-cN0 te)2-ex
ot ,
f O S ;

=f(x)

=

b) F’(x)=1-e%"‘+(x-6)-e%x.
=e%x(1+%x—3)
21,408 Nw e




Losungen

¢) F'(x) =[1-(cos(x) - cos (x) +sin(x) - (=sin (x)))]

==(1-cos2(x) +sin2(x))

(1-(1-sin2(x)) +sin2(x))

-2sin2(x)

n2(x) = f(x)

U’ NI—\ N|—= N|_\ Nl—‘

@ 2 Fo=x-(In-1)+3x2-1
=x[n(x) -—x+2x
=xIn(x)

=f(x)

1 4 x+4-(x+2)
b) F(X)_E.%'W

SN 2 Ak
2 (x+2)-(x+4)

i 1

T (x+2)-(x+4)

=f(x)

X2

O F(X)=3-3x2(5-3-In(x) + - (-3- 12%)

; x2(5-3-In(x?) - —x2
= x2 — XZ 5 ln (xz)

=f(x)

1x
|
o Joroe fpaxf-0-3-73
\
|
|

o Tzw[z-%x%1:‘=[%x-&1:‘=%-4-z-g=9g
|

o

d)Tsin( )= [-2c0s(2x)]: =0~ (-2-1) =2
0

f)

o[-




1 stammfunktionen und Integral

gol il aiio
[-3+2sin(3x)]’

ot ko)
-3+2+1-2sin(})
=25-2sin(3) = 1,22

]

]

i

b)J\[_ 2dx = [xz 2x] =[%X'\/;—2x]:‘=—%

) Ix sin(x)dx = [ X2+cos(x)] ___2

In(2) 0
155 n(2)_§
d) Iezxdx [ e X]o =3

1 : ;
sz D2dx- [3-Fx-14); - - [@x-14 =0

9
f fl+2dx=[2&+2x]2=12
%

n(2)
21] IZeZde [1 -2 e

- [e2]b @

]ln(z)

= 2@ - g0

=4-1

Losungen




Losungen 1 Stammfunktionen unq Integry '

B a) [x(x-3)%dx =x- 1(x-3)5- [ £ (x-3)°dx

=%x(x—3)5—j§-%(x—3)6

- (x-3)% (gx+ )

b) I-Zx-e'xdx =2x-eX —IZ-e‘de
=2xeX+2e™*
=eX(2x+2)

) Ix -sin(x)dx = -x - cos(x) +Jcos(x)dx
= -Xx-cos(x) + sin(x)

) [1-nedx=1 () - [1-Indx

2‘[%~ln(x)dx= n2(x)

I%-ln(x)dx=%-ln2(x)

241F)) Jl&x-e“xzdx = —Zjezdz
= -2eZ
= —2e1'X2

1-x2=z; Zz'=-2x

b) [x2-e¥*1dx =1 [ezdz

eZ

- W=

= _ex3+1

w

x3+1=z; 7z'=3x?

X B i a8x
c) .[4x2-3dx_8 4x2—3dx

=%ln(|4x2-3|)

25 )] Jx -e2xdx = %x e2¥~ %Iez"dx

=1e2+ 322097

48




mfunktionen und Integral

4 Stam

i 2080x= 4 (356-2) 3207
= -3x(3-2%)7- 2 (3-2x)8

=(3-2x)7- ( 7x-56(3 2x))

56 28

-(3-297-(-3x-2)

1 3\11

I4x(3 2x)%dx = [(3 2x)7- ( - _§)1_1=(_%_%
s ey 1
g =55 0
=~ -15346,29
—=—dx= 1 dz
0 I (4+3x2)2 72
e i £ T

Z 8352

4+3x2=z; Z'=6X

Zi[Reiesd 1
«[(4+3X2)2 & 4+3x2]_1

=—1+_;_=0

~|

-

d |75 de=-3[ 702
2

In|z|

w

=—2in [2+3e7¥|

WI

24 3z, Tl =30

2
eX 1 92
_J;de [-1in@+3e)],
= -%ln(2+3e’2) +-1§ln(2+3e)

Losungen




Losungen

f) Ix- In(x2)dx = %_[ In(z)dz

=%(z-ln(z)—z)

1 1
=7x2:In(x?) - 3%

(&)

(M) -2- (@) - 5+

" 2¢e?

B a) F&) =3 (x+2)?
L4100 =5 (x+2)% - 2(-1+2)°

=932 5

b) F(x) =-(2x+1)2
lo() =-@2x+1)72-(-(1)7)

=-(2x+1)2-1

Lot
T (2x+1)? 1




lﬁchenbereChnungen

2 F

» Flichenberechnungen

(1) Nullstellen: xq =1; X2 =5

stammfunktion: F(x)=4x- %(x -3)3
Fléchenberechnung: :
A= -}(4 - (x-3))dx +J(4 - (x-3)?)dx
0 1
29 -]
~((4+8)-0+9) +(0-3)- (4+9)

5
1

b) Nullstellen: 1-€27%=0; xq =2
Stammfunktion: F(x) = x+e2~X
Flachenberechnung:
A=—T“_e}0dX+iﬂ-e%0dx

E -Ex+e2"‘]$ +[x +22'X]";'
--(2+e9) - (1+eh) + Bre™) - 2+e?)

1

=-2+e+E
=1,09
¢) Nullstellen: sin(x-7) =0; x;=7
Stammfunktion: F(x) = -3cos (x = %)

Fldchenberechnung:

n

4
A=-IB-sin(x—%)dx+T3-sin(x-%)dx

Losungen




Losungen

d) Nullstellen: 11—6x3-x2+3x=0; X(x2-16x+48)=0; X1=0; X3=4; x3=12

: 1 3
Stammfunktion: F(x) = g%“ - §x3 + 5)(2

Flachenberechnung:
4 7

A =I(%x3—x2+3x)dx —I(%x3-x2+3X)dX
1 4

R EE 32"_[14_13 iz]
[t - e+ 30, - [axt -3+ 2,

(o) - (r-3+9)- (8028 29) -1 5o 20)

=495
32

e) Nullstellen: x + % =0; x3=-8; x4=-2

Stammfunktion: F(x) = %xz -%

Flachenberechnung:

=—_J;(x+%)dx+ f(w%)dx

| o8 ki 2_§]'2 [1 2 8]
| [2" = e PR

=-((2+4) - 25905y -(2+4)
2 2

|
|
|
|
|
|
B3 a) moglicher Verlauf des Graphen: 7{4’
|

—
-

w|

Nullstellen: 2x3 - 6x2 +4x =0
Ausklammern und Mitternachtsformel: x;=0; x,=1; x3=2

F(x)=%x“-2x3‘+2x2 |
1 \

= (o2 =Tt e ;
A -£2x 6x2 + 4xdx [Zx“ 2x +2x2]0 3 ;
|

1
A, = JZx"’ - 6x2 + 4xdx
0

= | [%x" = 2%+ 2x2]

- |_1| el

1
0 2 2

A=A +Ay=3+3=1

i b) méglicher Verlauf des Graphen: Sc{wé
|

Nullstellen: -12—x" -4x3+8x=0

F(x) =%x5 = x4 +§x3

8

4
A= %x“—4x3+8xdx = Hax5-x4+§x3]o =171

Ob——

52

|
|
Ausklammern und Mitternachtsformel: x, =0 und x, =4




perechnungen

2 flachen

Losungen

; A2 el
ga) schnlttpunkte- )(2‘4 4X2; x4-16x2+48=0; x2=z

2 _16+8
22—162+48_0; 4= 7] =12; ZZ=¥=4;

X2=12; X127 im: t2‘[§; x2 = 4, X34=%2
Fir x>0 sind 2 und 213 die Schnittstelle,n.
Flschenberechnung:

23
A= l(4—%x2—1—§)dx

1aL02]2e

=[4X_T§XS+7]2

_(4-2VB-75-12- 6N\E E 0

(4-208- 751228+ 5) - (8-3+¢)
% 6\ 205

-6B++5-14

- 655340

-6V§+‘[3— :

~0,52

b) Gleichung der Tangente in B(2]3): y=-1(x-2)+3=-x+5

B2 Graph: i
Rk b) A= [(1-1+e™®dx
= Z 0

Ay | 7 ]
| IS e % B fsus _l In(2)
oy y=1 " Ie"‘dx
g 0
= [-p-X]In@
[ e X]o()

= -e'lﬂ(Z) & eO

= —(elﬂ(Z))-’] + 1

=-.2'1 +1

=

N|—=
N|=




Losungen

z
B a) A(2 =Je'0,25x¢1dx
0

- [_4.e-0,25x+1]é
=-4.0°0252+14 4.¢
A(10) = -4-e7025:10+1+ e
=-4-e 1 +4e=998

b) lim A@)= lim (4e-4e 022+ =4e
Z— + Z - +oo

Z
3
b) A@) ! s
= =
'[x+1]1
Se=34.03
=Z+1 72
: Lo e RS e
im AQ) zi"lm(z 27) -3

b) A@) = [(4 - (4-3-e-059)dx
0

Z
=JB SERYER
0

= [_6. e-0,5x]8
= —6.e‘0,5Z + 6

lim A@@)=6

Z— +oo

0
b) A@) = [(2 - (2%-3-ex+2))dx

0
= J(-e2x+3 -e¥)dx
V4

= [-%e2x+3ex]:

= —%+3+%e21—3eZ
=25+7e2 -3¢

lim A(2)=25
Z— -

54




) F|achenbe'eCh“,““g?“ . Losungen

SRiA

b) A(Z)—L&dx
z Al
= [x2dx
!
e [2')(%]1
= 2]
=2\z-2

Fir z— +oo strebt A(z) > +.
Die Flache hat also keinen endlichen Inhalt.
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Losungen 3 Anwendungen der lntegralrechnu
. n

3 Anwendungen der Integralrechnung

3
B f(3)=5+[2-e-02xdx
1

3
=5+2 [e-02xdx
1

= 5 + 2. [—5.e"0,2)(]3
= 5 + 2(_5.e‘o,6+5.e“0,2)
= 5 - 10.e‘0,6 + 10.e‘0,2

=7,70

Q 8
| B s® - [(-7t3+3t2)dt
0
£ v
[ 3 ]o
= (_11_6 . 84+83) =5 0
= 256
Der nach 8 Sekunden zuriickgelegte Weg betragt 256 Meter.

5
B B(5) =500+ [(100-10-e-025Y dt
0

5
- 500 + [100t + 1320 - e-035¢]

=500 +100- 5+ 1000 . -035-5 1300
= 976,4

Die Population ist in den ersten 5 Jahren auf rund 976 Individuen angewachsen.

@ Momentane Durchflussgeschwindigkeit:
d)-a-t2; 20-a-2% a=20=5 d()=-5t2

B(2) - 80 +T5t2dt
0
- 80+ [3t3] 20

=80+3-2

_280
3

=933
Nach 2 Minuten sind rund 93 Liter Flissigkeit in dem Behilter.
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wendungen der Integralrechnung

Losungen

PRl Uiy
p) BO=10"] Gy - LS ST
=5) t »&_- il i ‘ =
[1+x 0 . ‘ E ‘
10+ 2 PR EE
9 ] SE L =T t"
=125+ bzl 1 2 345
Graph: siehe Fig.
¢) Wahrend die Wachstumsgeschwindigkeit monoton fAllt,
ist der Bestand monoton wachsend.
t1
na)fﬁ=8—1—0£zx(8-x)dx ky 2t Tl
e X (B o X
8 1
! -1y /] v b il
_8J(2x x)dx ‘
0 Al
sAifnde gl | '
'S[X 12X]o 2 7
e LA s e | TR (R SR, SIS O\t SRR KBy
_1(64_21_2)=§ |
| "8 1721573 ‘ ; E e
| 0 8 X
| 15 :
\ — 1 - o e e
| b) m=75-5 I(x3-x2+1)dx W TR |
| 0 = el oy=x-er =
24 ’ I . ‘
-3 [xt-e ] e ———
et s 35 |
L2 (d 1 | 32 ‘
(153150019 e
=§§- I (R e e B
32 b
—
e SRR
. ;
c)ﬁ=%fsin(x)dx A o) 7 o)
0 ; y=sin(x) ——
ol . 1
=1 [-cos (g 1 AT
=114 % e N
X L S8 W (TS
-2 0 ] o gy
-2 | e st vl Wl O B
' =0,64
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Lésungen 3 Anwendungen der '"tegralf@chnu

In den ersten 6 Stunden flieRen durchschnittlich 86 m3 Wasser pro Stunde in den See.

B m - [(20-15-e-01dt
0
[20t+150- 01130

= (20-10+150 - e701:10-150)
=5+15-e71
= 10,52
Die mittlere Lénge der Forellenart in den ersten 10 Monaten betrdgt 10,52cm.
B a) F(t)=-40(e 0%t +(t+4) e 9%°t-(-0,25)

= —40-0-025t(1-1¢-
= -40-e025t(1-1t-1)
= 10t-e'0,25't

=f(t)
b) m =z¢ | 10t-e20%tdt
11_5[_40 025t (t+4)|15

= - (-40-€7375-19+40-1-4)
15

482 - Cans:. 32
= 3 e -l'3

= 9,48

Die mittlere Konzentration des Medikaments in den ersten 15 Stunden liegt bei 9,48915.

58




qwendungen der Integralrechnung Losungen

3 A

E [5-sn (@)
. [3-4-(’C05 (%szn

(12+(~cos (2 m)) - (12 (-cos(0)))

=‘12+12=° !

b) Nullstellen von fim Intervall [0;8 7] sind: N; (0] 0); N2 (41 [0) und N3(87|0).
Fiir den Flacheninhalt zwischen dem Graphen und der x-Achse gilt):

A=2-T3-sin(%x)dx .
0

=2; [3-4' (~cos (%X))]zn
-2-[(12- (-cos(m)) - (12 (~cos (0)))]
-2-(12+12) =48

¢) Das Ergebnis aus a) entspricht der Gesamtbilanz von Wasserzu- und abfluss innerhalb etwa eines Tages:
7u- und Abfluss halten sich die Waage. Es gibt insgesamt weder einen Wasseriiberschuss noch ein

Wasserdefizit.

Das Ergebnis aus b) entspricht der insgesamt transportierten Wassermenge - unabhéngig von deren
Richtung. So wurden an etwa einem Tag insgesamt 48 000 m?3 Wasser bewegt.

| SVl By

@ 1. Skizzieren Sie den Graphen von f. 4y ; IH S
Markieren Sie die Grenzen und deuten 7 6 N B i P 5 )
Sie die Drehung an. 4 —

Achtung: i 7 ,
Die Funktion, deren Graph rotiert, steht 2 B :
immer in der Klammer! Hier handelt es 1 |
sich also nicht um eine Parabel, die rotiert, i ‘: EELEE X
sondern um eine Gerade. -1 l1—\ 1712 Wi tstet7 1+
-2 b i
-3 H
-4 | i
2. Beschreiben Sie den Kérper. Es entsteht ein Kegelstumpf.
Hohe des Kegelstumpfes: 2\E

Radius der oberen Kreisflache: 1 LE
Radius der unteren Kreisflache: 3 LE




Lésungen 3 Anwendungen der '"tegra"GChnUn '
g

=n(g-45+1-43+4-4)

=157,50
5
b)V=nI(2Vx—1)2dx Ay
1 |

=1 |4(x-1)dx

Ae—

5
= 1t [ (4x-4)dx
1

=TI[2X2‘4X]$ | |
— 1(50-20-2+4) = 327 = 100,53 Elie e

4
0 V= (2-e9%92dx - e
0

[«

4
=T -[4 5 e0,5X dx
0

= 471[2- €05 B ey o)
=47m(2e%-2) i
=8m(e?-1) L= 7
= 160,57 |

&) V=r | (3-Vm00 fodx —M“MMIF -
0 L

n
=nf9-sin(x)dx
0

=9n[-cos ()]}
=9n(1+1)
=181

= 56,55
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ullstellen: X1=~ 2 Xp=+2

g

V= nj(4 _x2)2dx

2
- | (16-8x2+xDdx
=2

=1 [16x—%x3+%x5]f2

A%

_512
=

=107,23

b) Nullstellen: xq =0; X =4

V=“T(X2'%X3)2dx
0




Losungen

3 Anwendungen der Integralrechnu
n

2 2
@a V=nJ(4\/x+1 )2dx-rrj(x2+1)2dx
0 0

2 2
= 11 [16(x+1) dx - 7t [ (x4 + 2x2+ 1)dx
0 0

2
=n[8x2+16x]2 - n [%x5+%x3+x]0

= - - 206
G
= 157,92

5 5
b) V=1t [ (5+e-05%2dx - 1t [ (4- 2 dx
0 0

2 5
=HI(25+10-e'°:5X+e“X)dx-nI(16_8.e-x+e—2x)dX

9 0
5 Dol P
=Tf[25x‘20'e"°'5x'e"‘]o-n[16x+8-e'x—§-e 2x]

=n(125-20-e'2v5—e‘5+20+‘|)—n(80+8-e‘5—%~e‘1°—8+%)

= n(146-20-e"25-e"9) - 1 (725+8-e5- 1 -e710)
-n(735-20-e25-9-e"5+7 &)

= 225,56

. 4

o V=n (%x2+5) dx-nI(1+e"‘)2dx
1

=T

..\%g. B

4
(ﬂﬁx4+x2+25) dx - nf(1 +2e % +e 2X) dx
1

4
1

=1 [ﬁx5+%x3+25x]: =1 [x-2e‘*—%e'2"]

_ (1024 64 il
‘"(soo*a”oo 5 )

- n(4-2e'4-%e‘3-1 +2e71 +%e'2)

A $49023 ¢ IRl e ey
=1 ~£50 n(3+2e t3e 2e 2e)

eyl e DR e A ]
- (B8 -2e1- et 274+ 7e)

= 296,19
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Y= 4viTy

Y=x2+1

x
[}
N

%

N
=y
>

0

l

T
>

[}
1%

e s
43 e

y=11—ox2+5
AE ,‘r_,fﬁ
=) SR A6 8

y--e‘.’(+1
I { ! I. P Sl
T 1 i |
0 asl gobie N
L) k| |




s gt
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ngen der Integr 7
nwendu"g_?. gralrechnung Lsungen

6
6
V—n-J(ﬂx))de:”'J(%“z(x2+1))2dx kY /
- 0
0
1 )
é 1 Vo3 digie 41y =72V2( +1)
,ﬂ.j(%x“z)d":’“[€X3+§X]0=”-(36+3)=39n //
0 . 7
pas Volumen des entstehenden Rotationskdrpers betragt 39 . g x=6
; NEE T R T e
@-ant+e o o 4

1
m a) FX)="12

1 = 1
b Fo)=4-e-3-2°@ 2o

=%e3><+e'2x +c

9 F=3"Inlx-2l+c

a) Die Zufallsgrofe kann als stetig aufgefasst werden, da die Lange nicht nur aus ganzzahligen Werten

besteht.
b) Diese Zufallsgrofie ist diskret, da Anzahlen nur ganzzahlig sein kénnen.

¢) Die Zufallsgroe kann als stetig aufgefasst werden, da das Gewicht nicht nur aus ganzzahligen Werten

besteht.
B3 y=-0uo
=03 ==l
e S A p=16
‘ o=2
-0,21—
! / \
01 |
) | | // \\
' 1 t/ N X
lo == =
[ 2 4,03 6 8 10 12 14 16 18 20 22
| | ] | | | | I | | | |
e | I
b) l ﬂy i ‘p}l;O'
0,3
p=16
g=2
-0,2 '
Y &\
N
X
0 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
1 ] | | | | 1 | | | | I
P(X=14) =15

- Bap-60-2 b) P(X=3)=0 ¢) P(4=X<9)=07
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