




07.01.2025zu-1
An =

n + 3
an "2

,

n +

Beweis :

Sei E70 .

lanet-21 = 122-1-0==
#

-E
.

D
.

6) 2 = 18 Mo = (7) - 3 = 697 = 26
,
4 =
2 Folgeglieder
liegen außerhalb
einer Un(2).

c)an=1
,
431

Jede monotone und beschränkte Folge ist konvergent .

3

ant = Ch+=n-Es I nCh = 1 -

n =27n2 + 2h

an + 1 < An (an) ↓

an+= = 1 (au) beschränkt nach unten

Also konvergent



A (1 ; 4 ; 2) B(1 ; 7; 8) (CAis i d)

g:(e) = (2) + 2((g)

(2) + z() = (5)

z(g) = (5) - (2)
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g : (2)

= a + 2 . i
->

h : " (x) = 5 + 30

nein
ü

jaKolliniar ?
V w

nein grh = 0 ja nein
A liegt ja
auf h

~

schneiden windschief parallel identisch

sich

·

g : (2)
= (3) + 2(i)

h : (1) = (3) + s()

(n und sind Kolliniar
,
weil 2 .() = ()

(5) + z(2) = (3)
-(E) = (2) = 2 =1 gund h sind identisch

g

T

A



g : (2) = (E) + z(b) (1) = ( )

h : (s) = (= ) +s (1) = (-)

(2) + z(b) =( ) + v(E)
2() - s(E) = (=3))

2 - 28 = = 3

32 - 3 = - 4

22 - 3 = - 3

2 - 25 =
- 3

51 = 5

31 = 3
= 1 = 1

,
2 = - 1

= (2 - 1 ; 1)3

Der Schnittpunkt S(5; -5 ; 1)

g
:(2) = (3) + 2()

h : (1) = (5) + s(= )



Untersuchen Sie, ob eine Seite des Dreiecks ABC mit A(3;3;6), B(2;7;6), 
C(4;2;5) auf der Geraden g liegt, oder zu g parallel ist.

g
:*(2) = () +z)

g
: (z) = a + 2(t - a) =(2) = 25-

h : *(1) = a + 2 + s( -
[E

D

a

-

a + 2(b - a) = a + 5+ s(a - [E)
->

2( - 2) - s(a - 25) = E

ib - 2 - sa +
[st = j

(- z - s)+ (z +
(s) = 5

2+ s = 1

- 2 - 1 = 0

2 =-3 3 = C

- D
.
59= 1 z = 2
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Nied

N . N
7 kommt

p(x) = X(x - 1)(x -2) -2x von unten

X
*

x ,0
-

- +- X

-- 11 + +-
v

e
einfachullstelle

↓ dreifachVollstelle



To Nulletelle von p , peth hat n Nullstellen

p(x) = (x - x
, ) . g(x) , gETIur

= (X - x
, )(x - x) . z(x)

,

2ETa
-2

= ( - x
, )(x - x)(x - xg) : S(x)

,
SETn

- 3

= (x - x
, )(x - x) ..... (x - x) . a

,
aEIR

Linearfaktorzerlegung
p(x) = x5 - 5x + 2x - 8x + 7x - 3 = (3) = (1

,
33

= (x -1)(x- yx+ 4x - 4x + 3) =

= (x - 1)(x - 1)(x)- 3x + x -3) =

x2+1
= (x - 1)(x -3)(x2+ 1)

ist irzeduzibel
1 -58 - 8 7 - 3

1 - 1 -44 - 4 3

1 - 4 Y -43 o
1 - 1 -31 - 3

1 -31 -30 1 3 1(2)
⑧ ·

3 - 30 3 (2) (1)

101 O

&



p(x) = 3x"+ 3x- C(x)- 3x + 18 =

= 3(x"+ x - 1x- x +6) =

= 3(x = 1)(x -2)(x + 1)(x - 3)

-s -1 1
11 - 7 -16

1 - 12 - 5- 6

12 - 5 -60
2 - 286

14 3 O
- 1 - - 1 - 3

13 D
~

- 3
- -E

19

lim (3 . xY = +

X+ -x

3(x - 1)(x - 2)(x2+ 4x+ 3)

x2+ 4x + 3 = 0

x
,

=
-1xz =

- 3



Übungen zu Polynomen und dem Horner-Schema

1 Nullstellen von Polynomen

Geben Sie für die folgenden Polynome Nullstellen an und skizzieren Sie die Graphen qualitativ:
b) ) = – 9xa) ) = – 122 + 45
d) p(z) = 10–c) z)= 32 – 162 4 24z▇

2 Wertebereich von Polynomen

Bestimmen Sie den Wertebereich für die folgenden Polynome:

b) (z)= ▇ 182a) (z)= ▇ 14x+ 16

3 Horner-Schema

Berechnen Sie mit dem Horner-Schema alle reellen Nullsteller

b) (z)= – 32+▇ 22 –3a) ) = – 32 +2 – 32+ – 3

4 Vollständiges Horner-Scher
er-Schema n+1-mal an einer Stelle zo durchführen, so sprechenWenn wir für ein Polynom vom Grad n das Hornewir vom vollständigen Horner-Schema. Die Zahlen Ak, die rechts in jeder Zeile des vollständigen Horner-Schemas

stehen heißen Entwicklungskoeffizienten von p bei der Entwicklung um 2o. Es gilt dann
+.. + A + Apz) = An(z – o)"+ An– ▇ – ▇

Entwickeln Sie das Polynom p(z) =42 – 32 + +5 um 20 = 2.
(Probe durch Ausmultiplizieren)

Hinweis

Sie können die Aufgaben " per Hand" rechnen, falls Sie im Ergebnis unsicher sind, kontrollieren Sie Ihre Rechnung
mit einem CAS (z.B. MuPAD).

x(x)- 12x + y5) = x(x+ 3)(x -5)
I

&

(x -3)(x)+x+1)(x -3)(x"+ x + 1)



     1  0  0  0  0  0 -1
    1 -  1  1  1  1  1  1

1  1  1  1  1  1  0
   -1 - -1  0 -1  0 -1
       1  0   1  0  1  0

p(x) = x - 1
,

neN 20
.

01 .25

n = 3 : x - 1 = x + 0 .x + 0 . x - 1

p(1) 100 -1

P( -1)1 - 00 - 1

n = 4 : x - 1 = (x - 1)(x + 1)(x+ 1

icreduzibel

p(1)1000 - 1

p( - 1))
- 00 - 0

- 1

1000 = 1

1 - 1111

11110

- 1 -
-10 - 1

7010

7170

n =6x- 1 = (x - 1)(x + 1)(x" +x + 1) t
x+ 64x + 107

x+ x - 1x - x + 6 = (x - 1)(x+ 1)(x2+ x - 6)

11 - 7 -16 = 0
-32

1 -1716 = 0 (- 1 ist eine Nullstelle)



11 - 7 -16

1 - 12 = 5 - 6

12 -5 -60

- 1 -
-1 -16

1160
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y(x - 2) - 3(x -2) + x = 2 + 5

Y -3(x- yx+4)
I

11

12

1331

4x
- 12 . x22 + 12 . x . 2-

2 . y = 3x2+ 12x - k + x +3=

= 4x - 27x2+ 61x +35

p(x) = x
- 14x + 16

,

W = R
,
weil ungerader Exponent

b)p(x) = x- 184 +27 * y- 184 +27 = (4) - 184 + 81) + 27 - 21 =

= (u - 97 - 5y = (2 -g) - 547
-54
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p(x) = x5= 3x + x) - 3x+ x - 3 = (x -3)(x"+ x + 1)
izreduzibel

1 -31 -31 - 3

3 - 3 03 D 3

10 1 010

-

·
&

↑

x" + x + 1 = 0
W

x = - x - 1 F
p(x) = x + x + 1
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23.01.2025Dezimalzahlen
,

b = 10
,

Z = 20
,
1

,..
93

45610 4 . 102 + 5. 10+ 6 . 19

Ze

Binärzahlen
,

b = 2
,

z = 50
,
13

ic'Ico

1010 = 2 + 2 = 8 +2 = 1010

3

p(2) = 1 . 2 + 0 . 2 + 1 . 21 + 0 . 2

P(x) = 1 . 4 + 0 .x + 1 . x + 0 . 1

1010

28

111001011012 = 1837
,

IIII
270 = 11 01/2

27 = 13 . 2 + 1 1 11011
-

2 - 261226

⑬ = 6 . 2 +1 DB OBet
D = 3 . 2 +0

③ = 1 . 2 + 1 I Horner-Schema
T

D = 0 . 2 + 1I

enklidischer
[

Algorithmus



b = 10 Dezimalzahl z = 40
,
1

, ...,
93

b = 2 Binärzahl z = 50
, 13

6 = 16 Hexadezimalzahl z = 50
,

1
, ....

9
,
9

,
6
,
c
,deif

6 = z Oktalzahl z = 50
.

1
.. 73

526 = 82
52

16 - 80

80 82

1810 = 1216 RGB-Farbsystem
18 = 1 . 16 + 2

M ↓ ↓ X
zot grün blau

1 = 0 . 16 + 1

#sododo schwarz
6010 = 3216

#FFFFFF weiß
60 = 3 . 16 + 12(C)

3 = 0 . 16 + 3



bisher : Iim an

1x

X

X

Umgebung
X x x + xxx

n-
·

no
S

jetzt : lin f(x)

imof(x
lim * ~ lin= o

X-> D
~ lim == = -

X
↓ existiert X -> 0 -

D nicht

an = (14 . E + 0 - 1
,
z

,

- 5
,
4

,

- 5
,
6

...

3(x - 2)
Ef(x) = (3+2(x -22(x +2)

x - 3x + 2 = (x -1)(x + 2)

10 - 32 x, = 1

1 - 11 - 2
Xz = -2

11 - 20

1 - 12

12 O

- 2 -- 2

10



- 12

im f(x =

g .0
=0 #

- 3 -1

im f(x) =

(0=)2 . 3

=

O +

=

= D

7



Rationale Funktionen 27
.

01
.25

3(x - C)

f(x)= -

(x - 1)2(x+ 2)

Df = IR-4 - 2
,
13

3x - 6

↓
inf(xim = =Fo (falsch)

3(x - 2)

imflimex+2 = =-Faktorisierunge

2
D4

imflim

info
N = 323 Nullstelle von fi
S(0 ; -3) Schnittpunkt mit y-Achse

I
I

-
I

I

I

I limf(x)
I

I I
- I 1

galsch,
-2 I I I -3 -keine Nullstele

e

Y
weil es nur

eineNullstelle einfachegibt I Nullstelle
I

I falsch
I -- 2

I

I
-3- I

I

I
I

I

!



1
. Definitionsbereich (8) (zuerst faktorisieren)

2
.

Verhalten an den Def . Lücken

3. Verhalten im Unendlich

4
.

Nullstellen

5
. Schnittpunkt mit y-Achse

X- 2
=Übung : f(x= =

-3

8 = 1R -42
, 33

imfx=

limf(x 1 = O

Y
1

lif(x) =I

----------------- ·
-------

keine Nullstellen
0
,
6 Lücke

S >
o keine XS(0 ; 5)
Nullstelle 2 !

↑ "



xo Def .

licke vonf , hebbare
imf(x) = a Lücke

"
Iimf(x) ==

> Xo

Polstelle
1] Polstelle 1]

mit VZW.

dreichenwechsel> !

Sprungstelle

!



28
.

01
.

2025

für= 2

Nullstelle

3x2- 5x- 2 (x-2)(3x+1) (-z)(3x+ 1)
I -f(x) =

5x - 2 5(x2 - y)
=

5(x- 2)(x+2)
:

D = IR15-2 : 23 =E 3 - 5 -2

2 - 6 2

-

linf(x= 3x'1 D

=-=
d
fist in x = 2 durch

:

nizbar
X = 2 ist eine hebbare Lücke passend erga
X =- ist eine Polstelle mit VZW I

3x- 5x - 2

in f(x) = 5
f(x) = S 5x2 - 20

X * + 2

, x = 2

Sco;d
N(- E ; %

y
* 1

inf --------------- -
I

I = Fo

- in

-2 = 1 - 1 2·
I I

- 1

I I >
7

-



x"- 216
- =f(x)= -2x- 6)(x + 6) (36) :Es

linf(x)= 0
= IX

36 . 3

in g f(x) =

(2) . 12
=

- 4E = -

100 -216

6 - 636216

1636 O
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Betrag und Skalarprodukt

( = 10 +21331

ig

(j) = x + y

=
Eigenschaften des Betrages
Seien ä , zwei Vektoren

1) (a 1 = 0
,
(al = o (( = 5

2) 12. 1 = 121. Iâl

3) (+/ + 181 Dreidsungleichung



 

gleichschenkliges Dreieck

Beispiel
a = ( y) = 12 + 42 + 3) = 169 = 13

P( - 61 -2(3)Q(91 -2111)

(PÖ1 = (9 + 03+ 1 - 2 +2) + ( - 1) = 17
225 64

|+ Ö 1 = 1 + 2 . a) = ((1 + 2) - ) = (1 + c) . 1

| a | + 18 = 1 + (z . a) = || + (2) . (2) = (1 + 121) . 1

P(5 ; 0 ; z) &(4 ; -2 ; 5) IP =

(5- 42 + 22 + ( - 5)2 = 9

1 + y + z - 107 + 25 - 5 = 0

zu - 107 + 21 = 0

z, = 7 zz = 3

A(z ; 0 ; -1) B(5; -3 ; -1) (luj0 ; 1)

IAT1
=
13

->

IBCI =i

IÄl =B



%
->

t
a

Projektion des Vektors
auf den Vektor ä

->cosL=I
a= 11 . 18. cos L

Ibal = cos2 . 18
Wichtig.

lälbal=181 . äl

Skalarprodukt der
Vektorenund

E orthogonal
cos= j ( = senkrecht

,
1)

7

↓= arcos(
as

y

=(i) =

a = (ai) = a
, (b) + a

, (i)
e =(d)

Ö = (3) = 6,, + bie

ä . E = (a ,
ei + a

, e) · (b ,
e + b

, e) =

= a
,
b

,
e- é + a

,

b· + a,
b,+ abs =

m u -
1 O D 1

= a
,
b

,
+ ab



(5) · (2) = 1 . 4 + 3 .2 = 4+ 6 = 10

= 19152060 =66

S

P R

Q



Für das Skalarprodukt existiert eine Koordinatentorm. ES giIt

à-B=(,)(b) = by+aba
bzw. allgemein

a b= bka *

Die Koordinatenform des Skalarproduktes ermöglicht es nun, die
Größe des Winkels zwischen zwei Vektoren aus ihren Koordinaten zu
berechnen.

is (2|46)
Übungen

1. Gegeben ist der Tetraeder ABS.Berechnen Sie den Winkel
.

D (U| |

es demi-()ms-16)Bestimmen Sie alle Ve

orthogonal sina.
A (46|0)

Hausaufgaben

1. Gegeben ist eine Gerade g durch die Punkte A (2)|-3|1) und B (105|15). Bestimmen Sie die Koordinaten
aller Punkte der Geraden g, die von A den Abstand 9 haben.
| zur Kontrolle: Einer der Punkte hat die Koordinaten P(6|1/8) J.

2 v (-1)2. Gegeben sind à =(116 und b =| 5 |. Bestimmen Sie eine Zahl rE R so, dass a – b bisist.
L9/ 2

Interpretieren Sie die Lage der Vektoren geometrisch.

3. Gegeben ist ein Dreieck ABC durch die Punkte A(–4|8), B (5| – 4) und C (7|10). Bestimmen Sie den
Fußpunkt F der Höhe h . (Unter dem Fußpunkt versteht man den Schnittpunkt des Lotes von Cauf die
Strecke AB.

Maße in m

4. Die nebenstehende Grafik zeigt die Anordnung
der Balken eines Daches.

a) wählen Sie ein geeignetes Koordinatensystem
und beschreiben Sie die Lage eines Sparrens
nd einer Windrispe durch einen Vektor.

b) Berechnen Sie die Länge einer Windrispe und 3,50)

die Größe des Winkels zwischen Sparren und pa Windriypen9,00Windrispe.



Skalarprodukt

Unter dem Betrag eines Vektors ä versteht man die Länge des zu à gehörenden Pfeiles. Der Betrag wird mit |ā|+ abezeichnet. In der Ebene R’ bzw. allgemein in R" gelten für den Betrag folgende Darstellungen Jā| = a,
bzw. Jā| = =1ag. (Verallgemeinerungdes Satzes von Pythagoras)
Für den Betrag gelten folgende Eigenschaften

1. |ă 0, insbesondere | = 0.
2. |r à| = |rl |ā| für alle r e R.
3. lā+ ä| + (Dreiecks-Ungleichung , vgl, auch Analysis)

*12
14 )ist |ā = /12 + = V 16+ = = 13.euisiel: Der Betrag vonä=1

Übungen

1. Bestimmen Sie den Abstand der Punkte P(–6|-2|3) und Q(9|–2|11).
2. In welchen Fällen gilt für die Vektoren ä,b die Gleichung |à+ = |ă|+ ?
3. Bestimmen Sie die fehlende Koordinate py s0, dass P(5 lp3) vom Punkt Q(4|–2|5) den Abstand 33 Nal.
4. Welche besondere Form hat das Dreieck A(7 – 1), B(5|-3| – 1) und C(4 1)?

Unter dem Winkel zwischen den Vektoren ā und b versteht man den
kleineren Winkel zwischen den Pfeilen der Vektoren. In dem folgenden Bild
ist a'die Projektion des Vektors à auf den Vektor b. Für die Projektion gilt
im Fall 0< <90%: a' 1 = |ä| cos( ). Das letzte Produkt wird
sich für unsere Fragestellungen in diesem Kapital als nützlich erweisen.

Definition und

ist op der Winkel zwischen den Vektoren ä,b, so heißt ä. := |ä| | cos ( ) das Skalarprodukt der Vektoren
,b. (Bemerkung: Die Bezeichnung Skalarprodukt erinnert daran, dass dieses Produkt kein Vektor, sondern ein
Skalar, also hier eine reelle Zahl, ist.

Für 0° <90° ist das Skalarprodukt positiv, für = 90º ist das Skalarprodukt null und für 90° 180° ist
das Skalarprodukt negativ. Zwei Vektoren ä, (# ) heißen orthogonal (bzw. senkrecht), wenn ihr Skalarprodukt
gleich null ist, wir schreiben ä 1b : à b= 0.

Übungen

Bestimmen Sieğ für d
nebenstehenden Bild.

2. Bestimmen Sie die folgenden Skalarprodukte für die
Raute im nebenstehenden Bild:

Po . RSPM Mo, P . ,
Überlegen Sie sich für eigene Vektoren die3.

entsprechenden Skalarprodukte.
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hebbare Sprungstelle
! Lücke aI

6
I

I

> Xo

im f(x) = a
&
im f(x) = S

ab

imf(x)

is
Polstelle

18 Polstelle mit VZW.

ohne· Vorzeichenwechsel

Xo

> !

lif(x lifx=I

1
E

1
stetig ·imme

b > X
:

X ·
>

im f(x) = 1 = 1 = f(0)
e

lif(xim



yr
sin(x)

T

f(x) = Genfüre-
-(- 6)(x+ 6x +36)x+ 6x +36

=. f(x)f(x)=66)
=

(4 - (6)(x+ 6)
= ( - 2) . (x+ 6)

für x+6

①8 = 1R14 - 6 ; 63
- 432

②limf(x)=(F).= Fo (Pollstelle mit VEW.

limfixin = (Hebbare Lücke
x -> 61

③ Nullstellen : keine, o

4 Schnittpunkt S(0 ; -3)
mit der y-Achse

⑤ Verhalten im Unendlich

lim x3- 216
=D

1 636

x + =X
72 - 2x

-Rest
Asymptote

f(x) =

- E .

x
+6x

+3

y
=

- Ex



g heißt Asymptote auf
~ Y

wenn lin f(x)-g(x)
-

6

-

I I

9
-

- 3 is
- 3- & wird immer

kleiner

- 4
,
5- konvergiert gegen

e

- 6-
I

x2- 216 .

72 -2x
=f

xY x3+x+ x + 1 + x 1
f(x) = x 2 =

( -2)(x+1)
= =

x + 1
I

1
= x2+ 1+

100 O D ~ (x- 1)(x+ 1)
zu

1 - 1111 Asymptote Rest
1 I 1 -D- 1- - 1 0 - 1

X- 1

#
x

20
+ 11 0 Rest 1

Eins (x - (+ 1) = Enox1 = 0

f(x) - g(x)



1
. Definitionsbereich (8) (zuerst faktorisieren)02 .

25

2
.

Verhalten an den Def . Lücken

3. Verhalten im Unendlich

4
.

Nullstellen

5. Schnittpunkt mit y-Achse
I

x+ x + x +1 xS x2+x+ 1

f(x) =

x + x + 1
=

x+ x + 1
+ =

x2 + x + 1

(3+ x
+
+ x + 1) : (x++ x + 1) =0 + xx + 1

- (x3+ xx+ x) . x

bin f
①x+ x+ 1 + 0 für x =
= IR X3 + X7+x + 1

+
②-

X ++1

③ limfa
⑨ Nullstellen : x = -1

⑤ S(0 ; 1)



AY

- 2

- 1

I I t I I I I > X
D

- 3 - 2
- I

I
2 3 Y

-- 1

-- L



1

f(x) = m= 3 =m+ )
=

m+ 2

① Af = IRä - [4]
x= 4 ist hebbare Lücke
t

② einlin
*-> 41

Die Funktion f an der Stelle- durch
↳ passendergänzt werdedie

③ lim x-
= lin = = 0

x= x

Die x-Achse (y
= x) ist Asymptote anffür x-o

⑨ keine Nullstelle

⑤ Sco ; t)
yn

-

* -

I

is + 66 17



f(x) = *5x+6(x -3-2)
= x 2==

①8 = 1R\[33

② him fox-linj=
gänzung

X-
Hebbare Lücke

③ S(0 ; 2)

⑨ Nullstelle xo=

⑤ Asymptste = x-2

Y
1Y

3-

2
-

1 - ③I 24 5

11 I I I I
- j - 2 - 1

11 T
-1-

-2-

-)
-



f(x) = 1561 = [fein an
x" 5x+ 6

i 3

G
-

2
-

I -

I I I I I

s x
- I

I
2

- I -

-

-

hin fix)=im 2x

imf(x) = lim(2-x

Xo = 3 ist eine Sprungstelle
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f(x) = arctan(
arctan ist eine Umkehrfunction zu tan

tan(x) = 0 (sein(x) =0 x = k ., ke
(2k -1)

Deflicke im tan(x) < Cos(x) = 0 (=> X =

2

1y
ein 2 == Gegenkathete

Hypothenuse

cash = E
-Ankathee

-I !
tgl=

1

sind tan
-

1 .

p: 1

P
D

tan(t)
1

sin(a)

2

tan : -Ei -RXi cos(t) 1
S

T1

arctan : IR-- Zie X
-- I

arctan T

~ Y Tangente
Z

< X

E



x = 1 ist eine

f(x) = artan (E)
Sprungsteleiner)

① By = IR. (413

Ein f(x) = artan ( 1) = arctan (10) = I

② fra = arctan (-1) =- S(0; -El)

④ Nullstellen:o einzige Nullstelle

⑤ Asymptote :

y
= für x , s

Ef(x = artan() = Limarctan
= arctan (1) = #

i - y
- D

#-

!
I I >x

2

- F -

-i
I- D



= 1) .1 . cost

a : b = 0()( = 90,

à, EIR a: = a
,
b

,
+ a

, b,
+ abs

a.
↓ = arcos il . 18

1

-> 7
M

a = (2)
,

b = ( -) E

-

a

I I >

a . = - 1 + 1 = 0 + L = 90

a = (5) = (E)
L = arcos (Es) = 45

ein (60=h=
300 300

I
h

1

cos(60)=
60 60

1

1
~

1
ein (45) = cos(45%=

145
%

45%
↳



a = (2)= (2)

↓=arcos() = 24, ge

ASB- ?

A(4 :60) Scruie) Brojaja

5Ä = (: )
SB = ( =3)

L = arcos(+3+132 + 3)
= 35

.

08.(

a = (f)5 = (9)
=
4

,

teR]

(3YT
- 4k

3240 = 4k

01 = y8 k

y
= 4z

3x + 8z + 4z = 0

x =-1=4z



Für das Skalarprodukt existiert eine Koordinatentorm. ES giIt

à-B=(,)(b) = by+aba
bzw. allgemein

a b= bka *

Die Koordinatenform des Skalarproduktes ermöglicht es nun, die
Größe des Winkels zwischen zwei Vektoren aus ihren Koordinaten zu
berechnen.

is (2|46)
Übungen

1. Gegeben ist der Tetraeder ABS.Berechnen Sie den Winkel
.

D (U| |

es demi-()ms-16)Bestimmen Sie alle Ve

orthogonal sina.
A (46|0)

Hausaufgaben

1. Gegeben ist eine Gerade g durch die Punkte A (2)|-3|1) und B (105|15). Bestimmen Sie die Koordinaten
aller Punkte der Geraden g, die von A den Abstand 9 haben.
| zur Kontrolle: Einer der Punkte hat die Koordinaten P(6|1/8) J.

2 v (-1)2. Gegeben sind à =(116 und b =| 5 |. Bestimmen Sie eine Zahl rE R so, dass a – b bisist.
L9/ 2

Interpretieren Sie die Lage der Vektoren geometrisch.

3. Gegeben ist ein Dreieck ABC durch die Punkte A(–4|8), B (5| – 4) und C (7|10). Bestimmen Sie den
Fußpunkt F der Höhe h . (Unter dem Fußpunkt versteht man den Schnittpunkt des Lotes von Cauf die
Strecke AB.

Maße in m

4. Die nebenstehende Grafik zeigt die Anordnung
der Balken eines Daches.

a) wählen Sie ein geeignetes Koordinatensystem
und beschreiben Sie die Lage eines Sparrens
nd einer Windrispe durch einen Vektor.

b) Berechnen Sie die Länge einer Windrispe und 3,50)

die Größe des Winkels zwischen Sparren und pa Windriypen9,00Windrispe.



A(2 ; - 3 ; 1) B110 ; 5; 15)

B = (= 2(

g:
+ z() =g

42 + y2 + z = g

gr= 9

2 =11
B

Pr
(3 + ) = ( %) Als

(2) - (G) = =
Pr

a = (5)= (E)
à - 2

.

81

(a ,
= 2b

,
) . b

,
+ (az = 2b) . by + (a

3
- 2b,) . 6 = 0

a
,
6

,
- 264 + a

, 62 - 26i + a363 - 263 = 0

a
,
b

,

+ a
, b + 9363 = 262 + 262 + 263

z =

a
,
6

,
+ a

,6 + a36
=
2

62 + 62 + 65



Name:
Arbeitsblatt

Klasse: Datum: Mathematik

Ableitung und lokale Änderungsrate
Von mittleren zu lokalen Änderungen
Auftrag Noch eeinmal winken

Jessika hat ihren Freund zur Regionalbahn gebracht. Der Zug setzt sich in Bewegung und Jes-
sika steigt auf ihren Roller. „Ob ich ihm an der Schranke noch zuwinken kann?
Schätzen Sie anhand der folgenden Angaben, ob Jessika eine Chance hat:
Sie braucht in der Regel ca. 4 Minuten bis zur Schranke. Der Zug hat eine Beschleunigungs-
phase von 20 Sekunden. Danach fährt er mit gleichmäBiger Geschwindigkeit weiter. Bis zur
Schranke sind es auf der Bahnstrecke etwa 4 km. Während der Beschleunigungsphase ist die
Zeit-Weg.Fuktion des Zuges gegeben durch:
f(x) = 0,45 . .
r: Zeit in Sekunden
f(x): Weg in Metern

Weg in m
650-
600-

550
500-
450-
400.

konstantea350-
Geschwindigkeit300-

250-
200-

X(20|180)150 Beschleunigun8100-
50-

Zeit in s
()

Viola: „In 20 Sekunden legt der Zug 180 m zurtck, dann fährt er also mit einer Geschwindig.keit von 9 Das éntspricht ca. 32 Er erreicht die Schranke folglich nach ca Stunden.Das sind ca. 7 Minuten. Voilà, das schafft sie locker!“
Begrinden Sie, warum diese Schätzung sehr ungenau ist und sich Jessika darauf lieber nichtverlassen sollte.

Besimmen Sie die Geschwindigkeit, die der Zug nach 20 Sekunden erreicht, genauer undlösen Sie Jessikas Problem.

TIPP: Um die Durchschnittsgeschwindigkeit zu bestimmen, berechnet Viola den
Differenzenquotienten:Differenz der wet

Diferenz der X-Werte

Cornelsen
Seite l von 1E

Tangente
Sekante
t(x) = 18x+6
180 = 18 . 20 +6

6 = - 180
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angente-Momentangeschwindigkeit
.

Sekante-Duschnittlich
1

sch
↑

A

f(x) = 0
,
45x

im10 lim (0, 15x + 9) = 1

f(x) -f(2) DifferenzenquotientX - 20

imf Ableitung/Differenzialquotiean

i dp, dx sind Differenziale
lim f(xoth)-f(x)
h -> 0

E lim
0
,
45(20+hi= 0

,
45.20

h= 0
h

=

0
, 457400 + yoh + h2 - 70)

= 0
,
45 . (48 + 0) =

lim
h ->0 h

=18



f(x) = x

↓(x) = limim (xxx +x 3.

lim(x + h =

x)
= Lim

x +3xhthih
h = 0

h h

= lim (3+shth)=

lim
lin(x) - sin(x)

=
...

= cos(x)
X - Xo

X -> Xo



10 : 20 Uhr 18
° C Minute o

10
. 02

.

2025

10 : 30 Uhr 20
°C Minute 10

28 - 18

10-0
= E = 0

.2

Differenzenquotient
Zwischen 10 : 20 Uhr und is : 30 Uhr ändert sich die

Temperatur um 0
,
2

°C pro Minute.
10 : 35 Uhr 22

10 : so Whe 14 %C



f = Ex- y

s(t) = m . t + b

m=y = f( ,
9) -f(2) =

t - ( 1
,97 -7/ - 1

,
95

- 1
.
9 + 2 0

,
1



- 1
,
95

Sekante
4n

A
10 min

0-500
--5.5ein

90 - 70



S(10 ; 450) P120 ; 550)

s(t) = m . t + b = 10t + b = 10t + 350

m = 550-4501 10

450 = 10 . 10 + 6

6 = 350

f(x) = E
,
t = 2

f(=limfthf( = him
h - 0 h

=limhl
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= -5(t2- zt + 16) + 80 =
-5(t - 4)2 + 80

Durchschnitts
Momentangeschwindigkeit

| x- 2) - 1 Xo = C

| x+11 - 1 To = -1

X+ 2 Xo = - 2

un

Xi = 0
,
5x- Er



a(2) all) =-

I = 22 ; 4]

a(4)a(2) = 8062

f(x)=limmoth-h(xo + h +m)

f'(x) = i

f ist in RT differenzierbar

f(x) = 1x

f'(0 = limfhfla = eim
Ih existiert nichte

h+ h weil :

him IhlimmA
lim

Ihl

=lin = lim-1-
h -> 0

h -

h-> 0

flo +) = 1

fl -) = - 1

f'ld nicht definiert



Skalarprodukt

Unter dem Betrag eines Vektors ä versteht man die Länge des zu à gehörenden Pfeiles. Der Betrag wird mit |ā|+ abezeichnet. In der Ebene R’ bzw. allgemein in R" gelten für den Betrag folgende Darstellungen Jā| = a,
bzw. Jā| = =1ag. (Verallgemeinerungdes Satzes von Pythagoras)
Für den Betrag gelten folgende Eigenschaften

1. |ă 0, insbesondere | = 0.
2. |r à| = |rl |ā| für alle r e R.
3. lā+ ä| + (Dreiecks-Ungleichung , vgl, auch Analysis)

*12
14 )ist |ā = /12 + = V 16+ = = 13.euisiel: Der Betrag vonä=1

Übungen

1. Bestimmen Sie den Abstand der Punkte P(–6|-2|3) und Q(9|–2|11).
2. In welchen Fällen gilt für die Vektoren ä,b die Gleichung |à+ = |ă|+ ?
3. Bestimmen Sie die fehlende Koordinate py s0, dass P(5 lp3) vom Punkt Q(4|–2|5) den Abstand 33 Nal.
4. Welche besondere Form hat das Dreieck A(7 – 1), B(5|-3| – 1) und C(4 1)?

Unter dem Winkel zwischen den Vektoren ā und b versteht man den
kleineren Winkel zwischen den Pfeilen der Vektoren. In dem folgenden Bild
ist a'die Projektion des Vektors à auf den Vektor b. Für die Projektion gilt
im Fall 0< <90%: a' 1 = |ä| cos( ). Das letzte Produkt wird
sich für unsere Fragestellungen in diesem Kapital als nützlich erweisen.

Definition und

ist op der Winkel zwischen den Vektoren ä,b, so heißt ä. := |ä| | cos ( ) das Skalarprodukt der Vektoren
,b. (Bemerkung: Die Bezeichnung Skalarprodukt erinnert daran, dass dieses Produkt kein Vektor, sondern ein
Skalar, also hier eine reelle Zahl, ist.

Für 0° <90° ist das Skalarprodukt positiv, für = 90º ist das Skalarprodukt null und für 90° 180° ist
das Skalarprodukt negativ. Zwei Vektoren ä, (# ) heißen orthogonal (bzw. senkrecht), wenn ihr Skalarprodukt
gleich null ist, wir schreiben ä 1b : à b= 0.

Übungen

Bestimmen Sieğ für d
nebenstehenden Bild.

2. Bestimmen Sie die folgenden Skalarprodukte für die
Raute im nebenstehenden Bild:

Po . RSPM Mo, P . ,
Überlegen Sie sich für eigene Vektoren die3.

entsprechenden Skalarprodukte.
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a = 26= -
=
2-5

-2
.5

Suche zelR 28

-2.+ 5
( - 2 . E) .E = 0

:Ö - 2 . 5.E = 0

60 - 2 . 30 = 0

C
z = 2

ha

Ac-u ; 8) B25; - 4) (27; 10)
A F

B g

h

g
:(2) = (2) + n(-) 1-2

= o

h : = (s) = (10 + y(7 =
(jY)+ z(--) = (E) + s)(g)

(j) - (= ) = s() - 2(-)

s(() - z(- ) =
- (
=27)

92 - 123 = 11 I- 122 - 93 = 2

92 - 129 = 11 2 = 7
- 755 = 50 5 =

- E



=(5) = (vY) + 5. (- ) = (jY) + (-) = (i) F(-+ , 4)

h =F2 = (8) = 10

17

-y
First ↓ Sparen

C
.

2 7,
25

3
,
5

B
4
,5

4
,5

a

Windrispe
i
-

A = (4
,
5; 0% 0) B = (4

,
5; 7, 25; 0)

( = 10: 0; 3, 5)

= =(
=(
· E = 11 . 18. cas J

->

2 . 6 = 20
,
25 + 0+ 12

,
25 = 32

,
5

läl = 20
,
25+ 0 + 12

,
5 = 5

.
7

18 = 20
,
25 + 52

,

5625+ 12
,
25 = 9

,
22

↓ =
acces (19

,
22) = 51

,
8



Gerade : g :*(2)= + z. Paramel-erform
Koordinalax + by = c

-

enform
Ebene :

E : *(2
, 3) = a + 2 . u + 3. Parameterform

ax+ by + cz = d Koordinatenform
1

All ; -1; 1) Bl15 i 1; e) (10 : 1 : 1)

E : *(2
,
b) = ( +23 +-

D

·

E:(
,
s) = (2)+ r(j) + s)-

A(7 ;5 ; -3) EE
B(7 ; 1 ; 8)eE

(2)+ 2(j) + s)- =

+ 2 = 5
52 + 3 = - 4

2 + 25 = 5

- 71 =
- 10

- 95 =
- 29



(2)+ 2(j) + s(z = E
2 + 21 = 5

I
2 + 25 = 5

z = 1
- 71 =

= 14
S = 2

- 93 = - 18

= ((1
,
2)3

-

: * (2
,
b) = (E) + 2(b) + s(5)

X = 1 + 22+3

Y = 1 + 2 => z = y
-1

z = 1 + Es => S = 2z - 2

x = 1 +

2y
- 2 + 67 - 6 =

2y
+67 = 7

X -

2y
- 62 = - 7



Übungen zu Ebenengleichungen

(3)
1. Gegeben ist die Ebene E=X( r, s) = 0| 2| Liegen die Punkte- S.

(2) 7) 5)

A(8|3|14),B(1|10) und |4▇ in der Ebene E?
Bestimmenin Sie eine Zahl p so, dass der Punkt P( Plp) in der Ebene liegt.

2. Die Punkte A( 4), (5▇ und c( ▇ legen eine EbeneE fest.
Tragen Sie die Punkte in ein Koordinatensystem ein und skizzieren Sie einen
Ausschnitt der Ebene E. Geben Sie eine Parametergleichung von E an.

3. Gegeben sind drei Punkte A, B und C, die nicht auf einer gemeinsamen
Geraden liegen. Ihre Ortsvektoren sind ä, b und č. Bestimmen Sie welche
Punkte der Ebene E= =ă+r. (b-a) +s.(- ) festgelegt werden, durch die
Bedingung
a) +S=1 b) r-S =0 c) 0 rs1 d) 0 1 0 s 1

4. Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der X2X3 – Ebene.

5. Bestimmen Sie zu der Ebene E eine Gleichung in Normalenform
a) E=2-X +3.X +5-X = 10 b) E=X2 = 5

6. Untersuchen Sie, ob die Gerade g= parallelzu
2)

E =Xy +X2 +X3 =1 ist.

7. Betrachten Sie die Ebene, durch den Mittelpunkt
des Würfels, die orthogonal zur Diagonalen dOF ist.
Stellen Sie die Ebene in Normalenform auf.
Begründen Sie, dass die Ebene die Kanten des M

Würfels, die sie schneidet, jeweils halbiert.
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Summenregel

Produktregel

Quotientenregel

Kettenregel

(f(x))) = n - f(x))" f(x)
(sin"(x)' = 4 . sin(x) . COS(X)



(f(x) + g(h)) = Lim f(x
+ h) + g(x+

h) -f(x) +g(h) =

= him f(x+ h) =f(x) +g(x + h) - g(h) =

h= 0

= lim f(x+ h(f(x) + limg(x+h)-g(h) =

h= 0 4-> 0

= f(x) + g'(x)

(f(x) .g(x)) =lim fothsgixth-f(x)gx

= him g(x) . (f(x+ h) -f(x))+ (g(x+ h) -g(x)) . f(x + h)
=

h= 0

= limf(th-f(x) .

g(x) + limgthg .f.

= f'(x)g(x) + g(x)
.f'(x)

fu
fixthe,

gathegr
-



f(x) = (x2+ 1) - et

f'(x) = 2x . e
+

+ xet + e = et(2x +x+ 1) =

= e(x + 1)

ex(x + 1)2 = 0

X = - 1

f(x) = 5x(1 - x))

f'(x) = 5(1 - x) - 2 . 5x(1 - x) = 5(1 - t)(1 - 3x)

f(x) = (x - 1) (x +1)

f(x) = 2(x - 1)(x+ 1) + 3(x-1)(x + 1) =

= (x- 1)(x +1)(2(x + 1) + 3(x - 1)) =

= (x - 1)(x + 1)(2x + 2 +3x -3) =

= (x -1)(x+ 1) (5x-1) = 0

x
,

= 1 (einfach
xz = -1 (doppelt
xy = 0

,
2
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Sei f aft .

und bijektür, die Umkehrfunktion
heißef"(x)
f(f"(x)) = x

(f(g(x))))= (fog)(x) = f'(g(x)) . g'(x)
sin(x-1)

f(f"(x)) = x 1dx
x Ex-

1kein(x- 1)
1

f(f
=

(x) · (f
= )'(x) = 1 sin(x-1)

fe
1

(f")'(x) =

f(y
+

(x) fralfz(f, (x))

Ableitung der f, (x) =
x 1

Umkehrfunktion fz(x) = einx

fo(x) =m

fsfz(f(x))) · filf, (3) · fricks
1

· cos(x= 1) : 2x =

2 sin(x-1)

cos(x"- 1)
= X

sin(x - 1)



(f'(x) = (2x)) = 22f(x) = x

f'(x) = 2x

f"(x) =x

(x) = E = 2x

2x

(f(x))) = (e
= ) = ex (tancxs)'= cosx

f(x) = (n(x)

(lucxs)' = Fa = * (tau(x))=1+ tanx)
e

(e) = E = ex
et

Seif(x) = tancx) und f"(x) = arctan(x)

1Carctan(x) =

1
= coscarctan(x)

cosarctan(x)

1
-

1+ tan(arctan(x)
=

1
=

1+ (an Carctan(x))))
= 1x



1 1

Carcsin(x)) = coscarcein(x)) 1 - fincarcsincxs)
-

1
=

1 - x2

(at) = (ema)= et lua

(at)' = ex
.

Ina
. ena = at . In a

(et = eX . In e =
et



Zusammenfassung der wesentlichen Ableitungsregeln
Die vorkommenden Parameter c und k stehen für reelle Zahlen.
g und h sind differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen g und h' bekannt sind.

Bemerkung, RegelAbleitungFunktion
f'( )f(x)

x

2xx

3x
n E7 Jx"

x 2
cOs xsin x

sin x
cos x

+ tan x =tan x cos :.

Eulersche Zahl
e

e

In a
a

Inx

Konstantenregel

Summenregelg'(x) +h' (x)g(x) +h( )
Faktorregelk g ( )k g(x)

Produktregelg(x) ( ) + g ( ) .g(x) h(x)
Potenzregeln (g( )"=1. g (x)(g(x))"

( ) * g'(x) – ( ) '(▇ Quotientenregelg(x)
(h(x))2h(x)

Kettenregelh'(g( )) * ( )h(g(x))



Übungen zur Differenzierbarkeit

1. Wie oft ist die Funktion f an der Stelle X0 = 0 differenzierbar?

b R-| sno), x 0a. f(x) =b- x<0X,

2. Berechnen Sie die Ableitungen f"(x) folgender Funktionen:

f(x) =(X+2f(x) = +2. 44f(x) = — 1

f(x) =5- – sin(x)f(x) = + cos(x)f(x) =X+ sin(X)

3. Berechnen Sie die Ableitung f'(x) ohne und mit der Produktregel:

f(x) =(1+x):(1-x) 1(x) = x(-v )(x)== +3 -4)

4. Leiten Sie aus der Produktregel für zwei Faktoren eine Regel für drei Faktoren her,
sodass Sie f(x) = u(x) v(x) - w(x) differenzieren können. Wenden Sie Ihre Regel auf
folgende Funktionen an:

t(x) = -2. f(x) = X - sin(x) *cos(x)*x). sin(x)

Wie könnte man die zweite Funktion anders ableiten?

5. Differenzieren Sie mit Hilfe der Quotientenregel

cos(x)- sin(x)f(X) = . (x)1 1(x) =sin( f(x) =f(x) = 1–Xcos(x) + sin(x)x+1
x—.3

f(X) = f(x) =-f(x) =—X X #cos(x) - 3 sin(x)

6. Differenzieren Sie mithilfe der Kettenregel

( n= )t(x) = sinf(x) = -

I. RDIIl ig a UIfK nInuiKtIOn

(1--xt(x) = arcdaef ) f(x) = arcsin 5(X) = arccos(X) 2 |
|1+X

Untersuchen Sie, ob die Funktion fan der Stelle X = 0 differenzierbar ist, und geben8.

Sie in diesem Fall die Ableitung f'(0) an (Benutzen Sie den Differenzenquotient).

3,31(x)- X 0

0, = U



f(x) = 1
2x - x + 1 X+ 1

f(x) = 2x(xT 1) =

X+ 1
=

X+1
= 1

f(x) = 1

f(x) =

(x(x+1) = (x)+1)x+2x- 1
=

(x + 1)2 (x+ 1)2

x = 1+

f(x)=
0 = R(d -13

Eif(x)= = 10

S(0; 1)

keine Willstelle
,
weil+ 1 irzeduzibel

101

- 1 -
-11

R
y = x - 1
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> X



19.02.2025Gerade : g :*(2)= + 2. Parameterform
Koordinalax + by = c

-

enform
Ebenen : E : *(2

, 3) = a + 2 . u + 3. Parameterform
ax+ by + cz = d Koordinatenform
Koeffizienten

E : =(
,
3) = a + z(- ) + s( - a)

O Tetraeder
C E

7

-A)

Au(B-A)"B

Alzi1 ; 1) B23 ; 2 ; 1) ((-1 ; -1 ; -1) D(10i1)
->

E :*(2
,
3) = JA + z .

AB + 3 . Ac =

= (E) + 2(b) + s(=) = (E)

22 - 23 = 0 2 = D

2 - 28 = - 1 falsch wegen of-1
- 28 = 03 = 0 ist D CEABC



E : (2
,
3) = (E) + 2(b) + s)) =

= (c)
1 - 28 = z 1 + 2(y

- z) - 2(E - 2z) = x

1 - z = 28 1 +

2y
- 2z - 1 + z - x = 0

2 - E = s
- x +

2y
- z = 0

=+ 2 - 2(t - E) =

y
x -

2y + z = 0

1 +2 - 1 + z = y
z =

y
- z

E : 2x -

y +3z = 6

33

DA =

3
,

SB = ()
,

0=

E : (2
,
1) = (3) + 2) ) +(

2x -

y + 3z = 6

2x + 3z - 6 = y

(2) = 2x +3 0 = 22 +3 6 = - +23 +s

Koordinaten -- Parameter



Normalenvektor

~ E
I

.

P

A

AP +I

Ap . n = 0

(P- ) . n = 0) Normalenform
p. n = d

P(4 ; 1 ; 3) n = -
2

- 1- 5

[5] =

4. 2 - 1 . 1 +3 . 5= 22

%. - · = o

= 22 NormalenformNormalenvektor
Dx-Dy +Dz = 22 Koordinatenform



i ↳
D

E :* (2
,
s) = ( +2 + 5

und

1 i vE Es ,on: = 0

n In · (2) = 0 ~n . (5) = 0

n
,

+ 2nz = 0 unendlich viele
- 5nz + 843 = 0

-2tSei not n = 1
,
6t
t

n =
-2t

m =(
(g) . (2) = - 50 + 16 + 15 = - 19

(2) · (3) = - 19

- 10x + 8y + 57 = - 19



Übungen zur Differenzierbarkeit

1. Wie oft ist die Funktion f an der Stelle X0 = 0 differenzierbar?

b R-| sno), x 0a. f(x) =b- x<0X,

2. Berechnen Sie die Ableitungen f"(x) folgender Funktionen:

f(x) =(X+2f(x) = +2. 44f(x) = — 1

f(x) =5- – sin(x)f(x) = + cos(x)f(x) =X+ sin(X)

3. Berechnen Sie die Ableitung f'(x) ohne und mit der Produktregel:

f(x) =(1+x):(1-x) 1(x) = x(-v )(x)== +3 -4)

4. Leiten Sie aus der Produktregel für zwei Faktoren eine Regel für drei Faktoren her,
sodass Sie f(x) = u(x) v(x) - w(x) differenzieren können. Wenden Sie Ihre Regel auf
folgende Funktionen an:

t(x) = -2. f(x) = X - sin(x) *cos(x)*x). sin(x)

Wie könnte man die zweite Funktion anders ableiten?

5. Differenzieren Sie mit Hilfe der Quotientenregel

cos(x)- sin(x)f(X) = . (x)1 1(x) =sin( f(x) =f(x) = 1–Xcos(x) + sin(x)x+1
x—.3

f(X) = f(x) =-f(x) =—X X #cos(x) - 3 sin(x)

6. Differenzieren Sie mithilfe der Kettenregel

( n= )t(x) = sinf(x) = -

I. RDIIl ig a UIfK nInuiKtIOn

(1--xt(x) = arcdaef ) f(x) = arcsin 5(X) = arccos(X) 2 |
|1+X

Untersuchen Sie, ob die Funktion fan der Stelle X = 0 differenzierbar ist, und geben8.

Sie in diesem Fall die Ableitung f'(0) an (Benutzen Sie den Differenzenquotient).

3,31(x)- X 0

0, = U
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f(x) = fein(), g =(
1Y f(x) = 1

N

f"(x) = (
-

2in(x)+ f(x = G
2032x)

,
+

0 ,x 0

f"(x) = 0

fla) ex .

nicht
,
wil

fo ) = of - 1 =f"(e +

f ist zweimal stetigdifferenzierbar
fcC(IR) C(R)



Kaffee => gemahlene Bohnen
gemahlene Bohnen     Kaffee
heißes Wasser, gemahlene Bohnen => Kaffe

n teilbar durch 6 hinreichend für n teilbar durch 3
n teilbar durch 3 notwendig für n teilbar durch 6

A => B
aus A folgt B
A hinzeichend für B
B notwendig für A

Extzemum) : Maximum Minimum

Max (f'(xo) = 0)

Min (f(x)) = 0

xo Extz. = f'(x) = 0

f'(x) = 0 # xoExtz.

f' hat in to => xo Extr
.

einen VZW
- - + = xoMin
+ + - = x Max



f(x) =x f(x)

f(x)
-

(x +1)
f(x) = (x - 1)

X = 1

f'(x) =

(x - 1)((x +1) (x+1)(x-1)
=

(X - 1)2

=
(x - 1) . 2(x+ 1) - (x +1)

=

(X - 12

-(x + 1)(2x - 2 - x - 1)
=

(x = 1)4

(x + 1)(x = 3) X
,

=
- 1

-

(x - 1)2 xz = 3

f' hat in x,
=-1

einen ( + 1-) VZW .
i 3 x, = - 1 Max

[xz = 3 Min analog
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f(x) = 1x =

-

x
X - 1

1
. 0f = 1413

2
.

Nullstelle
.
N= sos doppelte

3
.

S(0 ; 0)

4
. Limf(x) =

1
= Fox = 1 Polstelle

OF
mit VZW

5.inf(x)
- 100

1 - - 1 -1 Asymptote :

y
= = x - 1

- 1 - 1 - 1



1 Y
-

- 2

- 1

1

-I s'Min
st

-1-

-2-

-

Max



2x(1 -x) + x
=

x(z - 2x + x)x(2 - x)

f(x) =

(1 - x)2 (1 -x)2
=

(1 - x)2

notwendige Bedingung :

fi(x) =0() x, = 0 vx = 2

hinzeichende Bedingung :

D + 2

-

D g

-

in x
,

= o hatf' einen
< - 1 +) VZW

,

d
.

h. Min Tiefpunkt
in x = 0 hatf einen

Tloid + 1 - > VZW
,
d

.

h. Max Hochpunkt
H(2 : - 4)



E : x + 2y + 2z = 3 Koordinatenform
26

.
02

.

2015

Normalenform (2)
· (2) = 3

Hesse -N
-

-(2) · (2) = 1ormalenformCHNH

Parameterform : E : E(
,x) = (g) + 2(j) + s(i)

Normalervektor (2) X

w
1

·

(d) · (8) = 3

A U
&

N . jederPunkt

Definition : Seien ü, zwei Vektoren in I
Dann ist üx das Vektorprodukt

det(üüüx)genau
dann

,
wenn gilt :

M
1.x + i

,
ixi+

2
.

Ü,, üx bilden ein Rechtssystem
3. (üxE = 11 sind

,
L)(üü)
Winkel



1 .
n UzUz-UzUe

zz
.2x =

Us U , -U , Us
-

UeUz-Uz U,
x : 23- 32

y : 31 - 13

z : 12 - 21

ei u ,
v

,

ei = (b)
2
üx = eu = (i)

es Us U se()
3 Un Y

Uz Un

Uz U3

U
. U
-Uz U

Uz U3



i = - , = (2)

(2)x() =() = (E)

- 2 - 2

= (E)
% 9

↓
ei - 2 - 2

- 2 - 2
->

-> =2210 = 2 -

201+
->

230 1

=ei . 1 - ei( =2 + ei - z = (2)



E :*(2
, 3) = ( = ) + 2(3) + s(j)

m = u+ 0 = (3) + (5)

= (i)

(E)(3) =2 + 6 =
- 15

=3x + 6y
- 37 = - 15

X -

2y
+ z = 5

(E). = 5



E :E(z
,
s) = a+ 2. + 3.

82241
,
0x3x1

2 + 1 = 1

2 = 1 - 1

a + (1 - 3). + 1 .8=

=+ i - s . 4 .s =

-> ->
= a + u + s(- is Gerade





Mathematische Begriffe in Sachzusammenhängen (2)

Die Funktion f mit f( ) =-0,0061 + 0,18t - 1,35t + 15;1 "(X)
0sts 25, beschreibt die Dicke der Eisdecke eines zugefrorenen 15+
Sees im Monat Februar, t in Tagen und f(t) in cm.
a) Erstellen Sie eine Wertetabelle und skizzieren Sie das
Schaubild der Funktion f.

255

f(t)

es wirdb) Das globale Maximum der Funktion ist

erreicht am:

c) Geben Sie die Extrempunkte der Funktion an und erläutern
Sie die Bedeutung im Sachkontext.

d) Das Betreten der Eisdecke ist erlaubt, wenn die Dicke mindestens 12 cm beträgt. Untersuchen Sie, wann
dies der Fall ist.

e) Weshalb ist die Funktion f für Werte von t>25 nicht mehr geeignet, die Dicke der Eisdecke zu
beschreiben?

Anzahl der Erkrankt2 Das Schaubild zeigt die Entwicklung der Grippeinfizierten
in einer Kleinstadt. Auf der Rechtsachse sind die Tage seit Be: -1000

ginn der Infektion abgetragen, auf der Hochachse die Anzahl der
Erkrankten.

a) Beschreiben Sie den Verlauf der Grippewelle.
500

t in Tagen

6) Welche der folgenden Funktionsgleichungen gehört zu dem Graphen?
h(x) = + 20x i(x) =- - 20x

|g(x) =- + 20xf()=- 20x

infizierte.Tagen erreicht und beträgt etwac) Das giobale Maximum wird nach

3 Die Funktion f mit f()=3 - m + 5000; 0sts12, Gewinn in ClMonal5o 000

t in Monaten, beschreibt den Gewinn pro Monat eines kleinen
Geschäftes während des ersten Jahres des Bestehens. Füllen Sie 30000–
die Lücken. 25o00–
a) während der Sommermonate sinkt der Gewinn auf

20 o00
pro Mona

15 o00-b) Das globale Maximum wird im Monat 10o00–
erreicht und beträgt etwa

) Ein lokales Maximum mit 5000 pro Monat liegt
VOr.

d) Sowohl beim lokalen als auch beim absoluten Maximum

handelt es sich um

38 III Funktionsuntersuchungen
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in d
J
-

A
..

F

E

i · AP = in /P1 . cos2 = In.P = In .
d

cost=

& In Ak+pinzp=

ni + n2 + h3

-d
s

d
12 + 0 .0 - 4

. 1 - 25)
= 7= 3 E : x + by- 4z =25=N+ 16

P(210(1)



P(112(4)
E : 2x -

3y + 67
= 1 m=(3)

d =

In : EP In . AD
=
In · Ap

==

In 22+ 3 + 67 7

=

2 : -3:2 +y =B
= = = 1

7

P
·

D d
L

① i g
A

Appen=Alle

d = 1



g:(2) = (E) + 2(e) P(1(210)

d=

1(f) +(e))=1
E

g: (2) = (E) + z(f) = ( =E) P(11210)
H :

y
+z =D (2) · (E)

d= (2) · (2)=

P= () ,
weil Kollinear mit

Foüg Ung
2 + 1 + 2 = 2

Hilfsebene 22 = 1

2 = 0
,
5

Lotfußpunkt F(1;;)
Ö = (e)

d= iP==



1. Methode: Abstandsformel
2. Methode: Hilfseben
3. Methode: Minimierung der Abstände

P(1 ; 2 ; 0)

g : =(2) = ( = ) +2()
IPÄ = /(2)) = (2-23+ (1+2 ->min

E) (2 -2) + (1 + 2)2- min

(=) 2- y2+ y+ 1+22 +2 = 22 - 22 + 5

f(z) = 222- 22 + 5

notz .

Bed
, fi(z) = ye-2

42 = 2 = 0

2 = t
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t(x) = f(x) + f(40).)X-x)

Gleichung einer
-

langente
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Änderungdeseurichts fYe-

go 180 X
,
Zeit [Tag]

-1-

Y1
Gewicht 2kg3 F(x)

-C

250 -

200
-

go 180 X
,
Zeit [Tag]

F(x) + C F-Stammfunktion
(F(x) +C)) =f(x)

zu f := F(x) =f(x)

Sf(xdx = F(x) + C unbestimmtes Integral

xx= bestimmtes Integral

positio/ negativ orientierte Fläche



mein
0.51

1

5-

10

I

35
ist ,
min

10
- 0

.2-
I

35
ist ,
min



26.10.20251Z

Y Bestimme
D

B P sodass
4 Fasp = 24

> YA
4 A(4 ; 0 ; 2)
· B(2 : 2 ; 4)

Xv P(4 ; y ; e) y 20; 4]

·ÄB + Ap = 200

lÄBxApl = 40

((E) + (()) = 40

(2
(2y -y) + ( - 4)+ (zy) = (40)

(4y2 + 16y + 16) + 16 + yy2 = 16 . 6

by+ 16y
= 64 = 0 by+ 16y +32

y + zy
- 6 =0 y + 2y

+ y

y ,
= - 4 yz

= 2

2y + 1 = 0

y
=- 1

-

+



P A i
D ·

g
↑

i
·Q

d (g ,

h) = d(g ,
M) = d(A

,

H)

Windschief
g : (z)

= (5) + 2(2) B F
>

g

h : (2) = (2) + 2(-) A
·

S h H
1)hcH

2) gllH
H : (2

,
3) = (2) + z . (-) + s(t)
(=) = m

n = (E) x + y
- z = g

B(3 ; 4 ; 8)

d =

13 + 4 - 8 - 91
= 9 5

.
7

⑮
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400-

300-

200-

100 =

I 1 1 1 I
-

6 7891011121 2 3 45[Monate

~Y

f
-1

T T'z(2x[

-1-

1 F-2

-1

T In 'atixE

-1-



~ Y

f
-1

t - t
T T (2x
[

-1-

1 Max F-2

-1

T T 13 'CT < X

E E

-1- Min



1

F(x) = f(x)
>

kein
25

=Seinexsdx = -coss) =
- cos (2) - (- cos(0)) =

D

== 1 - ( - 1) = - 1 + 1 = 0

A = 2 . Jen(x) = c . ( - cos(x() = c . ) - coS() - C - cuscos) =
= 2(1 + 1) = 4



F die zu integrierende Funktion
Stammfunktion F(x) =f(x)[a(x)- Integralfunktion zuz
unteren Grenze a.

In (4) :

=Festst
fo(x) = ein(x) Xe[0 ; 2i]

X

[o(x) = Seinctidt = -cositsl = - cos(x) + cos(0) =

=

= cos(x) + 1

Jede Integralfunktion ist
eine Stammfunktion



(Sf(t)dt)
lac) = Lim Falth) - lachi

= him
h . f(2) =

h -> 0 h h = 0

=m f(z) =

↓ = f(z) = f(x)

[a(x) = F(x) + C

[a(a) = F(a) + C

0 = F(a) + C
=> [a(b) = F(6) - F(a)

C = - F(a)

6

&

(ftidt = F(b) - F(a)
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(cos(xdx = sin(x) + C

J1 + xdx = arctan(x) + 2

(cidx = x + C



Zusammenfassung der wesentlichen Ableitungsregeln
Die vorkommenden Parameter c und k stehen für reelle Zahlen.
g und h sind differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen g und h' bekannt sind.

Bemerkung, RegelAbleitungFunktion
f'( )f(x)

x

2xx

3x
n E7 Jx"

x 2
cOs xsin x

sin x
cos x

+ tan x =tan x cos :.

Eulersche Zahl
e

e

In a
a

Inx

Konstantenregel

Summenregelg'(x) +h' (x)g(x) +h( )
Faktorregelk g ( )k g(x)

Produktregelg(x) ( ) + g ( ) .g(x) h(x)
Potenzregeln (g( )"=1. g (x)(g(x))"

( ) * g'(x) – ( ) '(▇ Quotientenregelg(x)
(h(x))2h(x)

Kettenregelh'(g( )) * ( )h(g(x))

F(x))
,

f(x)



1
-

xdx = arcsix + C
~

y e
- x2

#-
ledx = ex+ C 1x

Sexdx =

**dx = 0
,
747

n Y

e
=x

o

Obersumme

Dy = +(1 + e
052

+ e
PT
+e752) = 0

.
822
-

Untersumme
30

. 743
->

Uy = 4) e5+ eaT+e75ei) = 0
,
664

0
.
664+)e*dx = 0,

822
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f(x) = x
,

I = 20
,
1)

,

ne IN

1 =Ex dx = +x d = 5 - 0 = 5

Zerlegung : Z=30 , h,, ..., 3

xz :
=ak

,

okan

Yn

1

O
>

X

Un= 20+..
==

(n -1). n . (2n-1)

6

·
inUnlim

Bernhard Riemann :

fintegrierbar : LimUnlimi



f(x) = 1 - x2
,

I = 20
,

2

1 +- + - 5

1Y
1 -

12
:

I I

I

-2 -

- 3-

- y-

- 5 =

Un = * ( * + 0 - E - 3) = E . (- 2) = - E = - 1
,
75

je -
xdx = x - 5 +36 = 2 - 5 . 8 = - 3

D

sin dx[0, gy n = 4

0
, 000

lim ein = 1
&

X - 0

In
1-

13X

1

U = (sin(t) +

4 .ein()+(2)
+ in (1)) =

= 0
.
924



n n hnh

a X
, xx3xy6

flas
f(6) f(a) +fr(b) ( b - a)

2

A 8

T

. = f(a)f(x) . I
Tz = f(x , ) +f(x) . h

h =

max-min

Ts =
f(x) +f(x3) . h h

Th= E(f(a) + 2f(x, ) + 2f(x) +
...

+ 2f(xz- i
) +f(b)) =

Trapezsummenformel
Jedx n =3h = 5 z = 20

,
5

,

5
,
13

T=(e+ cé(+ 2e(5)+ e ") = 0
,
74

0
,
739986



jx+ 1dx, n = 2
, Trapezsumme

01
.

04
.

2025

z = 41
,
2

,
3)

Tc =(f(1) + 2 .f(2) +f(3)) =

=((2 + 25 + 20) = 4
,
524

I = 4
,
504

... (xdx = 5 x
*

1 = 5 = 2
,

5

x 0 122

f(x) 194
T = (20 + 2 + 4) = 3

T =(0 + 2 + 2 + 3 + 4) = 2
,
75



Zeit (in Tagen) e 30 60 20 150 180

Hg-Menge (ing) 3
,5 2

,
4 1

1 8 08 e
,
5 0

,
4

Hg-Menge
3 -

*

2
=

G

1 =

2

#

&

in so se do ist Zeit

Jetdx = ex + c 2 = (e(nz)+ = eluzx

(2) = In 2 .

(2dx = e + C

180"

93
,
552 . 0

,
9876

*

dx = 3
,
552 · J0,

9876dx
D I

0
,
9876T180

= 3
.
552 ·

(n(0
,
9876) o

=

=

3
,552(0,

98760 - 1) = 254,
546

In (0
,
9876)
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: Skalarprodukt
äx Vektorprodukt

n =
x

C
T

a

↳ Ih
b

>
a a

Wu
:

Hel Quader Spat
V= a

3 V = a . b . c V= 1x . h =

= läx . cos2 · Ic =

= (E).
h h

·
Z

Zylinder
=2 .hKegel2.

(äxE) · Spatprodukt



A (1; -2 ; 3) B13 : 4 ; -3) (13 ; + : e)

D(2 ; 3 ; - 4)

AB = (5) Ac = (-) Ad = (E)

det ([8 -
I]) = 2 . 3 . (7) - 2 . 5 .6 - 1 . 6 . 3 + 36+

+ 2 .5 . 3 + 2 . 6 . 7 = 12 70

(E) + (-3) = (=3) = ( 6) . (E)

y
+ z = (z) · (1) = =

FABc :

y +
z = 1

h = d(0
,
E) = 13-

-

1 E

O

V= 56 . h = 5 .ABÄth=. = 2
ha

A > B

(AB + ÄC) · AD = (=) (c) = 12



VPyramide = V
spot

P

: d = 5
E : x -

2y + 2z = 3
⑧

P(1 ; 1 ; 0 d=
E

P' .
d(E

,
P) = 11-2 4



Integrationsmethoden
03

.
04 .

2025

(f(x) . g(x))) = f(x)g(x) + f(x) .g(x)

f(x) .

g(x)
= ((f(x) . g(x))'dx = (f(x)g(x)dx +(f(x)g(x)dx

(f(x) - g(x)dx = f(x) -

g(x)
- (f(x) -

g
( (x)dx

Regel der partiellen Integration

Beispiel : f(x) =

E g(x) = ein(x)

f(x) = g'(x) = cos(x)

Sx . eincxdx = Ex 2sin(x) - Jexcosx) dx

f(x) = ein(x)f(x) = - cos(x)

g(x) = x g'(x) = 1

(x ein(x)dx = - x . cos(x) + J + cos(x)dx =

= -x . cos(x) + sin(x) + C

F'(x) = ( x cos(x) + 2in(x) + C) = - (S(x) + x . xn(x) +26x

= x - sin(x) =f(x)



fixx = ex f(x) = ex f(x) = ex f(x) = ex
S

g(x) = x g(x) = 2x g(x) = x

g(x)
= 1

(xedx = xi et - Jet . 2xdx =

= xiex - 2(et . x - Jedx) =

= xe - 2e
+
x + zex+ C =

= e(x2- 2x + 2) + C

Übung
a)(x . x+ 1dx b)(x . x+ 1dx

f'(x) =
x+ f(x) = 5 . (x + 1)15

g(x)
= xg(x) = 1

(x . x + 1dx = =x(x+1)- 5(x + 1)dx =

= 5x(x + 1- 5 . E(x + 1) =

= 5(x + 1)(xx + 1
- Ex - 5)

Y

-Ty > X



f'(x) = cas(x)f(x) = sin(x)

g(x) = sin(x)g(x) = cos(x)

Seincxcos(x)dx = ein3(x) -Seincxcos(x)dx =

= ein
=
(x) + C

Seincxcos(x)dx= Scinc2xdx = - Eycos(2x) + C

fi(x) = * f(x) = (n(x)
↓

g(x)
= (n(x)g(x) = 1

gendx = (lucs · E dx = en <

(x) - St - luxsdx =

= Ihn (x) + C



f
Sx . Edx

V

Slu(x)dx = (1 . (n(x)dx = x (n(x) - (dx = xlu(x)x + C

1
. Wegdifferenzieren (eins ,

xet)

2
. Phoenix (sincx . cos(x)

3
.
Faktor 1 (lu(x)

,
arctancx)



Integration durch Substitution
(8

.04 .
25

g(b)

fig()) =g'(x)dx =gafus du
Subst

.Ge
g'(x)dx = du

Sein(x) cos(x)dx = Sudu = zu+ C = tein (x) +C

u = sin(x)

du = cos(x)dx
I

Sein cosdx = Judu= ul' = I
D

= ein/



Jezins . cosxdx = Jedu = e+ C = en + C

Icx = J 1 udu = arctan(u) + 2 =

= arctan (ein(x)) + C
u = sin(x)

du = cos(x)dx

dx = Scedu = ze + 2 = ze
*

+C

u=

du= dx

f(x+ 2(2 -x dx = (undu = Judu = u + C =
(

,
*+ C

u = x-2

du = dx



u = 1 - x2f(x) = 1f(x) = x
du = - 2xdx

g(x) = arcsin(x) g'(x) = 1x

(1 : arcsin(x)dx = x arcsincx - S ,xdx =

= x . arcsin(x) +( = X arcsin(x) + 1 - x2+ C

Scridu =w

U = arcsin(x) = fin(u)= X

du = idx

Saresinkdx = Su1-xdx = Su . coscul du

= u . sincu)-Seincusdu = Urin(u) + 20s(u) + C =

= arcrin(x) . x + cos(arcsin(x) + C =

= arcsin(x) - X + 1 - x + C

hin'(x) + cos(x) = 1

cos(x) = 1-mi(x)

cos(u) = 1 -mich)

cosu = 1 - x



Sit z dx = arctance) u = 1 + x2
du= 2xdx

E) ,* dx = =( = [ (u(u) + C = tlu(1+xy+C

1 ?Idx = , x2dx + 1 (+dx =

= Zarctau(x)+ (n(1+x3) + C



D 29
.
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.

25

& et eince") dx = Jein(tidt = - cos(t) + C = - cos(eY + C

t = et

dt = edx

D

((x+ 6x4"(x2+ 4x)dx = 5)udu = i uE(*Ex+
u = x+ 6x

du = 3x + 12xdx = 3(x+ 4x)dx
③

1 dx = -F dz=

z = 1 -5x

dz
=

- 15xdx



↑ ( x 1
+
1x t - x = x + 1

5) ,xdx 1 -x =
t x= 1 - th

dx = -2tdt

1-2t .

1It' dt = -2/1-tdt =

=

=2(t - E) + c =

= - 2)1 - x -

(1 -x) + C

X = sin(u)

cosudx =

2sincu)
du

es1x dx = Senu cos
cos(4)

= St du = [u + C = tazcsink+ C



Vektorrechnung

Gegeben seien die Punkte A(8 |3 |1), B(4 |15|1), | 2|15|-11), D(-6|3-7).
(Die folgenden Fragen hängen teilweise miteinander zusammen. Überiegen Sie bite zunächst, in
welcher Reihenfolge, mit welcher Methode und mit Hilfe welcher Vektoren Sie am besten arbeiten.)

a) Beweisen Sie, dass ABCD ein Tetraeder ist.
b) Berechnen Sie das Volumen des Tetraeders ABCD.
c) E, bzw. E, seien Ebenen, die durch den Schwerpunkt des Tetraeders gehen und zu dem
Dreieck ABC bzw. BCD parallel sind. Geben Sie geeignete Ebenengleichungen an und
berechnen Sie die Schnittgerade.

d) Welchen Abstand hat der Punkt D von der Ebene E,?
e) Berechnen Sie die Fläche des Dreiecks ABC.
1) Erklären Sie, wie man aus den Ergebnissen von b), d) und e) die Richtigkeit der Rechnung
überprüfen kann.



A(81311) B( - 411511)
30

.

04
.
25

2 (21151 -11)8( 6/31 - 7)

AB = (i) Ac = (12) A = ( =)

b) Vi +IAB < AC) ·Al = 432

- 12 -65 :/ · (4) = % : ( 72) · (- 28 - 8) =

12 12

S - 12 = + . 72 . 36 =

- 6

- 12 = 6 . 72 = 432
- 12

as Es handelt sich um einen Tetraeder

es Fasc = /Ab xÄl) = 108

2 72 . /(5)1 = 2 72 . 3 = 36 . 3 = 102

f) DE ,
= h= = 3. =1



B Sp = ( + Ö +c)

⑨ St = (a+ Ö+ 2+ m)= (2) = (9)
A C

S(019-n) Schwerpunkt des
Tetraeders

n=

Ex : 2x +2y + z = 4

2 . 0 + 2 . 9 - 4 = 14

-1
S

nach
,

etwas Rechnung" Er : 2x -y + z = -B

Ec

Es

· S

g

mi + ni = (2) + ( = ) = ( - ) = 3 . (b) = Eg

g : (2)
= (3) + z()



d)
= 1 : 2x +2y + z = 4

D( - 6/31 - 7)

d =

In - Ap
In

- 12 + 6 - 7- 14d(D
, E1)=

g
= 2 = 3

g

kh
C

⑤

A

B

Schwerlinie

g : (2)
= i + z(5(a +5+ c) - i)

h : x(x) = a + s)5(5+ i + c) - a)



i + z(j(a +5+ 2) - j) = a + s)5(5+ i + c) - a)

2 . +(a +Ö+ 2) - c . - c .-(+2 +() + sa = a-

+ s= 52 = 12=

-5 = z = s

&2 - 5 = 5
z = 3

- ed-5 = - s = >

tä+E+ + i) = aus g .
z =
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.
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Integral und Fläche

In

f(x) = 3

3-

2-

g(x) = 1

1 -

X
( I I S

1 25

A = (f(x) - g(x))dx= dx = 2x)] = 25- 1) = 0

b
a

f(x)A=9f(x) -

g(x)-
/////gx



a 6 f

* I
a

g fg= 1 ...

b C

6

(f(x) -g(x)dx + (f(x) -g(x)dx
Welche Fläche schließt die Funktion f
f(x) = x - 3x+2x mit der x-Achse ?

Y

!

(x- 3x+2xdx + 1(x-3x+2xdx) =

A =- x+x 16 + ( -x+ x44 =

= 7 - 1 + 1 + 14 - 8 + 4 - y + 1 - 1) =

= 4 + 7 = t

x(x -31 + 2x

x 2. (3 - x) +2x

3x -
x + 2x



f(x) = g - x

g(x) = x + 1

9 -x = x+ 1

2x = z

x = 12

(9-k -x- 1dx = 0 - 25dx = 2(4x = E)) ="
= 2(8 - 5 + 8 = 5) = 2(16 - b) = 2 . 2 = 55 = 2

,

5

Yu
as

ein

N ↳ Cos =

I

Jeincx-cosdx = -(cos(x) + einx)
#

T

=
- (cos + sin-cos-sinE) =

=2



akzeie"
1 Y A = +z
-1

P(cos(L) ; sin(2)
①r

x +y = 1

y
= 1 - x

y
=

- 1 -x

Substitution : x = sin 0 = in(L) = )= 0

Edx = cosidh 1 = ein(L) = L=

A = 4 . ! 1 - xdx = 4ScosL . cosL =

8

fed) = cos(x) = f(x) = sin(x)

g(x)
= cos(x) = g'(x) =

- en(x)

E
= 4 (ein() . cos(1)/ + Sein Ld2) =

=D

E E E
= 4Send d = -Cost)dh = 41dh-uwsd

T
I

-(cos(L)d = = =
I

A = 4 . E=



f(x) = x - 4x + 1

06
.

05
. 2025

g(x)
= = x + 6x - 7

1
. Schnittpunkt von f und g berechnen

2
.

Bestimmtes Integral zu den Schnittpunkten
berechnen

.

3
.

Falls Integral negativ ist , ist die Fläche
der Betrag des Integrals .

x- 4x + 1 = = x + 6x - 7

2x2 - 10x + 8 = 0

x 2 - 5x + 4 = 0

X
,

= 4xz = 1

(2x - 10x +2dx = c(E -Ex+yx)), = - g
1

A = 9



1 Berechnen Sie den Inhalt der Fläche, die von den Graphen von runia g
eingeschlossenen wird.

1. Funktionsterme bestimmen: f(x) *= g(X) =

2. Schnittstellen bestimmen:

3. ImerenIzI▇ IrtegrereI I.

2 a) Drücken Sie den Inhalt der Flächen duran ein
oder mehrere Integrale aus:—

Ay + A

A + A + Ag *

A =

Ay

b) Benennen Sie folgende Flächen:

Die von den Graphen von fund g eingeschlossene Fläche:
undDie von den Graphen von fund g und der X-Achse eingeschlossenen Flächen:

Die von den Graphen vonfund g, der X-Achse und der Geraden =-4eingeschlosseneR

3 Berechnen Sie den Inhalt der gera
b)

y= 6,4-7

Zeigen Sie: Für den Inhalt der Fläche, die vom Graphen
mit f(X) = , der Tangente an den Graph in P(t| ) und der X-Achse

P(t| )eingeschlossen wird, gilt: A(t) = , (t»0).
Tangentengleichung:

: hat.

Schnittstelle der Tangente mit der x-Achse:

Flächeninhalt:

p|sod a)s Jqe a e u ‘uauug uaw auUe a A eBau▇ aB▇ sse ' u eaga )

Il Schlüsselkonzept: Integral 21

x
- 4 = 2x - 1

x
' -

y = 2x + 1 = 0

x - 2x - 3 =
0x, = -1x = 3

x - 4 2x - 1

( - 1 ;
- 3)

(3
; 5)

A = 1-jx= 2x- 3dx) = ((x = x2- 3x) -) =

= (5 . 27 - 9 - 9 + 5 + 1 -3) = 102

6,4 .4- *dx
I

-x+ 3 = 0x=1 a(x = 6
,
4(x =%= y

y
=
-x+4

y = 0
,
1x

ex 3dx = 6
,

9 Yax- 4
,
4 = (, 1 · *- 6

,4x)18 = - 19
, 2

Dreieck

it t



T(x) = mx + b = 3tx + b = 3tx - 2t

m = f(x) = 3t

3E + b = t3
b =

-
2t

Abzeieck

(3) - [ . t: (t - St) = E - E. 5t =

-3t" - 4tY
I

12

=-t



230 IX. Anwendungen der Integralrechnung

Wir betrachten nun ein modellhaftes Anwendungsproblem mit einer gebrochen-rationalen
Funktion als Integrand.

Kliff

Sandvorspülung Nordsee

20 30

Beispiel: Sandvorspülung
Die Steilküste einer Nordseeinsel bricht durcht die Gewalt der herbstlichen See immer wieder
ab. Daher wird sie durch regelmäßige Sandvorspülungen geschützt. In einem 500 m breiten
Küstenabschnitt besteht die Vorspülung aus einem 10 m breiten ebenen Strandstreifen und
einem 20 m breiten Abhang, der durch die Profilkurve f(x) =400 angenähert beschrieben
werden kann.

Es soll ermittelt werden, ob die zur Verfügung stehenden 25000m’ Sand ausreichen

Übung 4
Ein Messer zum Zerteilen von Zwiebeln
hat angenähert die abgebildete Form mit
den Profilkurvenf(x) = und

g(x) = .Wie groß ist die Quer-
schnittsfläche des Messers? Wie schwer
ist die im Durchschnitt 3 mm dicke Stahl-
klinge?

(Dichte von Stahl: p=7,87 ).

bis 13,
5

-

4

zeicht
nicht

f(10)= = 4 aus

38

A = 4+/400x40
+40 u

= 40 + 400)+(3) = 40 +400)- 5 + +) = 665

V= 500 . A = 33333
,
5m3

M
A = 50

40 + 11 = pa5 -E + + = 25 t = 5 13
,
5

·

mu
i=* x = 16



Analysis:
1. Differenzialrechnung (+ in einem Sachkontext) 30P
2. Integralrechnung 20P
3. Geometrisches Wachstum (Folge) 10P

Lineare Algebra:
1. Vektorrechnung (+ in einem Sachkontext) 30P
2. Basis, Dimension, lineare Unabhängigkeit 10P

f(2) = = = 13
,
5

08
.
05

.

2015

(1 ,
5 . 2-x + 54dx-inxx) · 2 =

= 2(27- (5) + 54)- (2)- ((i)
= 84 = A

V= 84 . 0
.
3 = 25

,
2 cm

m =p
. V = 7

,87Ym> 25
,

2 cm2 = 198 ,
3 y



Wenn die Regenintensität so geblieben wäre wie in der 2. Stunde, dann hätten wir nach 
wir nach 12 Stunden eine Regenmenge von 1.35l

d) Es gab keinen Zeitpunkt an dem es nicht geregnet hat, es hat immer geregnet.

Regenmenge f(x) streng monoton wachsend. f'(x) > 0 (Änderung der Regenmenge 
positiv)

12
.

05
.
2025

f(x)=0x- tox+

f(3) -Momentane Änderung der Regenmenge
b)f(8 =fa) = 0

,
07

T(x) = f(2) +f'(z)(x - 2)

T(12) = E +10 = 1
,

345

f(x)=0x- tox+

f(x) = 0,
0(x) - a(x + 0

,
26 = 0

,
01(x = 10x + 26) =

= 0
,
01(x" - 10x + 25+ 1) =

= pa((x -5) + 1) > 0
200

f(x) = pax - 0
,

1 = 0 Wendestelle
to 5 - Notwendige Bedingung

-

t
Hinzeichende Bedingung

--> +: Minimum



f'(5)=E f(x) = 0

f(x) 0

f(x) = 2x - in(x) - (x - 3) . cos(x)

f'(x) = (x) ! (in(x) + 2x . (2in())) - (x) - 3) cos()- (x)-3)(cS(x))=

= 2 ein(x) + 2 xxos(x) - 2xS(x) + (x
2
3) ein(x) =

= sin(x)(2+ x"- 3) = ein(x)(x-1)(x+ 1)

glebales Extrems



13
. 05.

2025

f(x) = 2x - in(x) - (x - 3) . cos(x)

f'(x) = (x) ! (in(x) + 2x . (2in())) - (x) - 3) cos()- (x)-3)(cS(x))=

= 2 ein(x) + 2 xxos(x) - 2xS(x) + (x
2
3) ein(x) =

= sin(x)(2+ x"- 3) = ein(x)(x-1)(x+ 1)

Notwendige Bedingung f'(x) =0 x
,

= -1

xz = 0(xck = ki)

xz = 1

Hinreichende Bedingung : Bei x = It hat fo
einen (-1) VZW

,

d
.
h.

- F lokale Minima ;

> X

bei x = o hat f' einen
:*** I ( + 1- ) VZW

,
d

.

h
.

lokales
+

-

-

(h(x) Maximum

-

T
- + - +

+ -- Max
-->+ Min



↳ g differenzierbar
Suche (g)' mit h-Methode

f(x) = g(
him f(xth-f(x)-lim gh-glimg(x-gxt -

h -> 0 hg(x+ hi ·g)
= lim-g(+ h-g(x) .im geg =gxsh ->0

--
c) f(x) = Ex - 3x+9xX = 3 Wendestelle

f(x) = 3 + x - 6x +9 f"(3) = 0

f(x) = 6+x - 6

0 = 6t . 3 - 6

t = 5



Studienkolleg des Ökumenischen Studienwerks e.V. für ausländische Studierende in Bochum
staatlich genehmigt, Girondelle 80, 44799 Bochu

Schriftliche Prüfung zur Feststellung der Hochschulreife
Mathematik - Teil Analysis

rDeItSze1t: 1U IMImuten Hilfsmittel: Wissenschaftlicher Taschenrechner

Fan

1. Differenzialrechnung im Sachkontext (30 Punkte):

Aufgrund starker Regenfälle wurde im Oktober 2016 ein Ansteigen des Wassers am Rhein beobachtet.
An einer Messstelle in Bonn wurde am 20. Oktober um 0:00 Uhr ein Wasserstand von 130 cm gemes
ür die Höhe des Wasserspiegels kann die folgende Funktion verwendet werden.

80 4 +130, 0 t 3.5(t) =— +327

Dabei entspricht t= 0 der Zeit 0:00 am 20. Oktober, t= 1 der Zeit 0:00 Uhr am 21. Oktober und
t= 3.5 der Zeit 12:00 Uhr am 23. Oktober. Der Graph von h ist in der folgenden Abbildung dargestellt:

170

(eit In Tag

) Berechnen Sie den Wasserstand am 21. Oktober 2016 um 12.00 Uhr.

b) Bascdnen SieM-h, Itereetiesen Sie den berednten Wiert in Suchiostest.
c) Ermitteln Sie rechnerisch den minimalen und maximalen Wert im betrachteten Zeitraum.

d) Zu welchem Zeitpunkt steigt das Wasser am schnellsten? Geben Sie die zugehörige Zunahme an.

e) Beurteilen Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Begründen Sie Ihre Wahl!

h' ist in 10,3 positiv

h" ist in 10, 3| negativ

Es gilt h"(1) <h"(2)

Der Graph von h ist in ,3 eine Rechtskurve



2. Integralrechnung (20 Punkte):

einem Experiment wurde die Geschwindigkeit v (in m)einer Kugel in Abhängigkeitder ZeitBei ea)
t (in s) aufgezeichnet. Bei der Bewegung der Kugel nach rechts wird die Geschwindigkeit mit einem
positiven Vorzeichen versehen, bei der Bewegung nach links mit einem negativen.

Bestimmen Sie mithilfe des orientierten Flächeninhalts zwischen Graph und der Zeitachse, wo sich die
Kugel nach 5 Sekunden befindet. Skizzieren Sie den Graph der Stammfunktion und bestätigen Sie
das Ergebnis.

b) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

f co(). )d,f sin(s) dz
c) Gegeben sind die Funktionen fund g mit

(a) =-( -8), )=( -8),0 8
sowie die Kreise mit Mittelpunkt M (40) und den
Radien r= 2,r = 0.5. Berechnen Sie den Inhalt
der weißen Fläche des "Auges”. Überlegen Sie
zunächst, wie Sie den Inhalt einfach darstellen
können.

3. Das Horner-Schema (10 Punkte):

a) Schreiben Sie das Polynom p
pl z) = + 2 + 3x +4

in Horner-Darstellung. Welche ursprüngliche Idee verfolgte Horner?

Lösen Sie die polynomiale Ungleichung graphisch. Faktorisieren Sie zuerst die linke Seite derb) 1

Ungleichung mithilfe des Horner-Schemas
J – 21 + 2 – 20 +x 0

VIEL ERFOLG :-)



Kurs:ANa

Aprilsur / LINAKurse A/B, SS 2025 3. Math.-Ausgleichs

4. Vektorrechnung (30 Punkte):

Eine Lampe im Punkt L(158/0) strahlt einen Punkt P(1 |1 |1) an.

a) Stellen Sie den Lichtstrahl als Gerade dar.

b) Wie weit sind die Punkte L und P voneinander entfernt?

c) Wo trifft der Lichtstrahl durch P auf die Wand, die in der y-2-Ebene liegt?

d) In welchem Winkel trifft der Lichtstrahl auf die Wand?

e) Ohne Sachkontext: Berechne den Abstand, den der Punkt P(1/20) von der Ebene
E2x +y+ 2z = 1

hat.

Benutzen Sie das Lotfuß unktverfahren

. Benutzen Sie die Abstandsformel

5. Das Vektorprodukt (10 Punkte):

a) Berechne -falls möglich- die Vektorprodukte:

(). () *()x ,

b) Gegeben sind der Punkt P(1|e|1) mit cE R und die Gerade g mit

-(*g :

Berechne cE R so, dass der Abstand von P zur Geraden g den Wert v5 hat.
Tipp: Benutzen Sie die Abstandsformel.

V 1el IIU▇ )



④

al g: (z)
= () + z(i))

b)d = 5 + 2 + 1 =

C Z E : *(2
,
a) = (g) + z(b) + s(e)

z
L

X

(8) + z() + s(b)= (3) + t((5)
0 = 15 - 5t

2 = 8 + 2t

s = t

t = 3

z = z + 2 . 3 = 14

S = 3

= (3) = (6) + s . (i) = (()
D(011413)



Ebene in Koordinatenform
E : x = 0

15- 52 = 0 2 = 3

C)

↑ & n = (8)

⑧

L

aB i = (2)

ni = in in cost

- 5 = 5 cost

L = arcos( = 155
,
98

B = 2 - 90 = 65
,
99

e)E : (x + 1y + 2z = 1

Abstandsformel :

d (P
,
E) =

12 . 1 + 2 + 2 . 0 - 1)
= 3 = 1

22 + 12+ 22



Lotfußpunktverfahren :

g
:F(2) = (b) +2() - Lotgerade aufstellen

Lotfuß berechnen : (guE)
!I in E einsetzen(
22
(

2(1 +22) + 2 +z + 2 . 22 = 1

2 +42 + 2 +z+ 42 = 1

92 =
- 3

z =
-t

E (- 5)= #(55) - 5) Lotfufpunkt
-

PE= (
d(P

,
E) = d(P

, F) = (5)+(5)+ (5) = 5 = 1



(5) + (+) = (E) = (=)
eixej = - es

0

dX= (g)
D D

6) P(11211) dig ,
P) = 25 c >

g : =(2) = (b) + z(z)i Abstandsformel

dig ,
P=Ap (=

= 5 . 5= C =E

(Cl = 3 C = 13
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Schriftliche Prüfung zur Feststellung der Hochschulreife
Mathematik – Teil Vektorrech ung

Hilfsmittel: Wissenschaftlicher TaschenrechneArbeitszeit: 75 Minuten

VUIIleFamilien

Aufgabe 4(32 Punkte)
Von einem Würfel aus Stahl wurden die Ecken R(66|6)
und S(6/016) abgeschnitten. (Siehe Abbildung.)

(Eine Längeneinheit entspricht einem Zentimeter.
Die Abbildung ist nicht maßstabsgetreu.)

Die Punkte A(6/03) und B(63|6) liegen auf einer Kante des bearbeiteten Würfels.a)

() Geben Sie eine Parametergleichung der Geraden g an, die die Punkte A und B enthält.
(i) Prüfen Sie, ob der Punkt Z(6| -60) auf der Geraden g aus Teilaufgabe a) () liegt.

Die Schnittfläche S, liegt in der Ebene Ei, die durch die folgende Gleichung gegeben istb)

eE :

(0) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung von Ey. Zeigen Sie, dass der Punkt C(3/016) in
Eı liegt.
(ii) Geben Sie eine Koordinatengleichung einer Ebene an, die zu E, echt parallel ist.
(Angabe der Gleichung ohne Rechenweg oder Begründung reicht.)
(ii) Geben Sie die Parametergleichung einer Geraden an, die zu E orthogonal ist. (Angabe
der Gleichung ohne Rechenweg oder Begründung reicht.)
(iv) Die Schnitfläche S, liegt in der Ebene E. Ea ist orthogonal zur Strecke QR mit Q(o0 0)
und R(6|616) und enthält den Punkt P(416|6). Geben Sie eine Normalengleichung von E, t
(Angabe der Gleichung ohne Rechenweg oder Begründung reicht.)

Blatt bitte wenden



a) g
: =(2) = (3) + e()

(56) = (b) + z(i)

(5) * z(j)
,
weil -30 . 2

b)E: (F- (9)) . (+ i) = 0

((9) - (5) .(+ ) = (53) . ( -)) = - 3 . 1 + 0 .( 1) +3=

= -3+ 3 = 0 = 0

Ei : x + 2y
+ 3z = 4

En : 2x+ yy + 67 = 0 E
, lIEs

,
EIFEs

Es : x +

2y
+ 3z = 5 E, = Es

ii g
: (2) = (3) + z(+)

in Ec : (2) · ( ,) = 16



Fortführung von Aufgabe 4

Mit einem Laser wird ein Bohrkanal vom Punkt B(63|6) zum Punkt D gebohrt.
Der Bohrkanal verläuft orthogonal zur Ebene E: % =0, in der auch der Punkt D liegt.
() Bestimmen Sie die Koordinaten von D. (Zur Kontrolle: D(4,5|4,5|6).)

(ii) Berechnen Sie die Länge des Bohrkanals BD.

(ii) Ermitteln Sie die Größe des Winkels zwischen dem Bohrkanal BD und der Kante AB
des bearbeiteten Stahlwirfels. (Zur Erinnerung: A(603).)

(iv) Berechnen Sie den Abstand zwischen dem Eckpunkt A und der Ebene E: X =0.

Nun wird ein Eckstück des Stahlwürfels abgeschnitten, das die Form einer dreiseitigen
Pyramide besitzt. Die Pyramide hat die Eckpunkte L(21016), M(O014), N( 1216) und die
Spitze T(0016).
Berechnen Sie das Volumen des Eckstücks mithilfe des Spatprodukts.

Aufgabe 5(& Punkte)

Die Ebenen Eı und Eı sind durch die folgenden Gleichungen gegeben:

E : 2%, +x,+2x, =3 und E: 3x, +6%,+2x,=–2.

Bestimmen Sie die Koordinatengleichungen aller Ebenen F, für die Folgendes gilt:
Jeder Punkt P von F hat denselben Abstand zu E wie zu E2, d.h. d(P; Eı) = d(P; E).

Viel Erfolg!
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Übungen zum Geometrischen Wachstum

1. Geometrische Reihe

Berechnen Sie die folgenden geometrischen Reihen

k -—3"–1
3

2. Geometrische Folge

Es ist die geometrische Folge (b ) = (3,6, 12, 24, *) gegeber

Geben Sie ein rekursives und explizites Bildungsgesetz

rechnen Sie den Wert bı0.b) Bered

c) Das wievielte Folgeglied ist b = 1572864?

d) Berechnen Sie die Summe der ersten 10 Folgeglieder.

3. Geometrische Folge im Sachkontext

Mäuse vermehren sich unter bestimmten Bedingungen sehr schnell. Die Anzahl der Jungtiere, die in
einer Generation geboren werden, kann durch das nachstehende rekursive Bildungsgesetz beschrieben
werden.

a = An–1 5, a1 = 20

sz für die Folge (an)es Blaungsgesetza) Erstellen Sie ein explizi

b) Berechnen Sie, in der wievielten Generation erstmals 500 Jungtiere geboren wurden.

4. Gemischte Folge im Sachkontext
rei Seiten auswendig, über Iacht verg15Ein Studierender des Studienkollegs Bochum lernt jeden Tag drei

4% seines Wissens. Stellen Sie das Wissen des Studierenden als rekursive Folge (w„) mit w = 0er

auf und berechnen Sie sein Wissen für n .

pk, 14. 05. 2025
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Wo = 0
Wu = 3. s .()
ww
Wn+= (Wn +3)· Wo = 3
↓

g
= (g + 3).

g = 3 . % = G
= 12



c) Ein Turm aus Würfeln soll gebaut werden.
Jeder nachfolgende Würfel hat nur noch neun
Zehntel der Höhe des vorhergehenden Würfels.
Wie hoch ist der Turm aus 20 Würfeln, wenn
der erste Würfel eine Kantenlänge von 10 cm
hat? Wie hoch wird der Turm, wenn man den
Prozess unendlich fortsetzt?

ho= 10 k = 0
, 9

h
,

= ho + kho = ho(l+k)

hi = h ,
+ kh

,
= h

, (1 +k) =

= ho(H+ k)"

hu = ho-1 ,
g"

hzo =
10 . 1 ,

913

n - 1

hn = 10 . 0. 9

10-10. - 87 ,
843 - h= 2

10% ag=1. = 10 -> n=
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geometrische Folge an = a .. q= Go . g
explizite Bildungsgesetz
An+1 = An . G
zekursives Bildungsgesetz

geometrische Summeang
geometrische Folge anGas , 19

·
n = 0 h = 0

-k-

(2 = 115- E= 1 =

k = 1

=

1
-
8

- 11 =

(an)= (3 ,

6
,
12

,
24, ... )
↳

rekursives an+= 2an , o = 3

explizites an= 2h
- 1

,
a

,
= 3 neIN

an = 11 . 2h 00 = 3 neNo
Do

A
,0

= 3. 2" = 3 . 1024 = 3072



an = 1572864

n = logz (1572864 : 3) = 19

3

·

ck = 37 - = 3069
k= 0

an = An -1 . 5 an = 20

an = 20 . 5-1

20 . 54-17500
n - 1 = log= (500 :20) = 2

h = 3



Jein(axicos(bxdX
,

a
, beR

f'(x) = cos(bx) f(x) = sin(bx) : 6

g(x) = sin(ax) g'(x) = cos(ax). a

Sein(axcos(bxdx =

wh(bx) sincax
- Jein(exscascaxdxb

Sein(bx)cos(bxdx =

einsaxsin (bx - Seincaxcos(bx)dx

Sein(axscos(bx)dx =

-

ein(bx) sinca
- (b sincaxeinlbx) -Seincacos

=
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P
↑

h g
Äp

17
↓

7 i

↑

IÄDxi=Ap . /1. sind =ih
sind = h : /AP

h =

APxi) IAP . il
= d

Ic In

d(Punkt, Gerade) d(Punkt
, Ebene)

-Normalenvektor
-Richtungsvektor der Ebeneder Gerade

h-Abstand vom
Punkt zur Gerade



g : (2) = (q) + z(-)
P( - y1 - 113)

E : (2) . (2) = 12

-2x -

4y
= 12

x + 2y
= 12

6 - 22 + 2(4+ 42) = 12

z = 2

ISP1 = (i) - (4) = (2)
ISPl = 7

d(p
,g) = /Ap = ()



A(01012) B(4
,
51011) (161110)

0 (31210)E(011
,
511)

a)

Es : 2x,
+ 6x2 + 9xs = 18 Be Es

2 . 4
,
5+ 6 . 0 + 9 = g + 5 = 18 = 18

E . (3) = 1 ( =>(E- a) . n = 0

(F-()) . (g) = 0

A B

b) x(AB
,
BC) - 2 BÄ = (e) Bi =(i)

BÄ . BC = /BÄ . IBCI cost

1 = arcos (BÄ : BC : (IBÄ . IBC) = 144
,
64
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2 , (1) + 2
, )
%

) + 2, (3) : 1988
↓

7. = 7, = 23 = 0

27, + 22 = 0

223 = 0

2
,
+ (2

s
+ 23 = 0

V = <(3) : a = b
,

a
, bzIR]

(6) , (d)
,
(i)

,
(1) <IR

Basis enthält s Vektoren

==1

(1) = z(b) + s(b) + t(i)
2 + + t = 1 =2 = - 1

3 = 1

t = 1

(6)
, (d) ,

( ?) Basis



E = (5)
(2) = z(b) + s(b) + t(i)
2 + 3 + t = 7 = z = 2

3 = 2

t = 3

· Randmaximum

Max Lokal
& global

D

· Min

lokal

Min lokal
S

& global
IR

X

e

a b



Fliege h : (2) = (2) + 2() ,
zeiR

a) H) - 114(2)

b) Es : 2x
,

+ 6x + 943 = 18

2 - 1 + 32) + 6(4 + 52) + 9(2 - 42)718

- 2 + 62+ 24 + 382 + 18 - 362718

40118

A i
,, (5) (3) = 6 + 30 - 36 = 0 in

-
⑨

Lotgerade g
: F(z) = (T) + 2 (g)

Lotfußpunkt grEs = EF3 z =-

F(-1)
IFTFl = 2


