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Untersuchen Sie, ob eine Seite des Dreiecks ABC mit A(3;3;6), B(2;7,6),
C(4;2;5) auf der Geraden g liegt, oder zu g parallel ist.
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Ubungen zu Polynomen und dem Horner-Schema

1 Nullstellen von Polynomen

Geben Sie fiir die folgenden Polynome Nullstellen an und skizzieren Sie die Graphen qualitativ:

K(X - lZX+\(§) K (X+3)(X =S
Q a) p(z) = 2° — 12z + 452 g)p(z):zs—Qz
0 <) p(z) = 3z* — 162° + 2427 d) p(z) = z*° - 2°

2 Wertebereich von Polynomen
Bestimmen Sie den Wertebereich fiir die folgenden Polynome:

a) p(z) =23 — 142416  b) p(a) =2* - 1822 + 27

orner-Schema
it dem Horner-Schema alle reellen Nullstellen von:

b) p(z) = z° —3z* +2° - 20 -3
' -3)(x +X*4)

(x-3)(x"+x*+4

4 Vollstandiges Horner-Schema . ;

Wenn wir fiir ein Polynom vom Grad n das Horner-Schema n+ 1-mal an einer Stelle zo durchﬁlhren so sprechen

Wwir vom vollstand.lgen Horner-Schema. Die Zahlen A, die rechts in jeder Zeile des vollstandigen Horner-Schemas
eifen _nthcklungskoeﬂimenten von p be1 der Entwmklung um zo. Es gilt dann

Hinweis
Sie konnen die Aufgaben ” per Hand” rechnen, falls Sie im Ergebnis unsicher
mit einem CAS (z.B. MuPAD).

sind, kontrollieren Sie Thre Rechnung
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Betrag und Skalarprodukt
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Fir das Skalarprodukt existiert eine Koordinatenform. Es gilt

&-5=(al)-(bl)=a1-b]+a2-b2

a; b,

bzw. aligemein

n
[i-b=Zak-bk.
k=1

Die Koordinatenform des Skalarproduktes erméglicht es nun, die
GroRe des Winkels zwischen zwei Vektoren aus ihren Koordinaten zu
berechnen.

Ubungen

1. Gegebenistder Tetraeder OABS. Berechnen Sie den Winkel
.

3 6
2. Bestimmen Sie alle Vektoren, die zu @ = (2) und b = (5)
4 4
orthogonal sind.

Hausaufgaben

S (21416)
®
B (0/7]0)
ad
A (4]6]0)

1. Gegeben ist eine Gerade g durch die Punkte A (2|—3]1) und B (10]5]15). Bestimmen Sie die Koordinaten

aller Punkte der Geraden g, die von 4 den Abstand 9 haben.

[ zur Kontrolle: Einer der Punkte hat die Koordinaten P(6]1]8) 1.

2 -1
2. Gegebensindd = <16> und b = ( 5 ) Bestimmen Sie eine Zahl r € Rso,dass@ —r-b 1 b ist.

-9 2
Interpretieren Sie die Lage der Vektoren geometrisch.

3. Gegeben ist ein Dreieck ABC durch die Punkte A (—4(8), B (5| — 4) und C (7]10). Bestimmen Sie den
FuBpunkt F der Héhe h.. [Unter dem FuRpunkt versteht man den Schnittpunkt des Lotes von C auf die

Strecke AB. ]

MaBe in m

4. Die nebenstehende Grafik zeigt die Anordnung
der Balken eines Daches.

a) Wahlen Sie ein geeignetes Koordinatensystem
und beschreiben Sie die Lage eines Sparrens
und einer Windrispe durch einen Vektor.

b) Berechnen Sie die Lénge einer Windrispe und
die GroRe des Winkels zwischen Sparren und
Windrispe.




Skalarprodukt
Unter dem Betrag eines Vektors d versteht man die Lange des zu d gehorenden Pfeiles. Der Betrag wird mit |d]|
bezeichnet. In der Ebene R? bzw. allgemein in R™ gelten fiir den Betrag folgende Darstellungen |d| = /a;% + a;?

bzw. |d| = \/2R., ai?. (Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras)

Fur den Betrag gelten folgende Eigenschaften

1. |d| = 0, insbesondere l6| =0.
2. |r-adl|=|r|-|alfiraller € R.
o la+ | <lal+ |B| (Dreiecks-Ungleichung , vgl. auch Analysis)
12
Beispiel: Der Betrag von @ = | —4 |ist |d| = /122 + (—4)? +3% = V144 + 16 +9 = V169 = 13.
3
Ubungen
1. Bestimmen Sie den Abstand der Punkte P(—6|—2|3) und Q(9]—2]11).
2. In welchen Féllen gilt fiir die Vektoren a, b die Gleichung |& + B| = |al+ |E| ?
3. Bestimmen Sie die fehlende Koordinate p; so, dass P(5/0|p3) vom Punkt Q(4|—-2]5) den Abstand 3 hat.
4. Welche besondere Form hat das Dreieck A(7|0] — 1), B(5|—3|—1) und Cc(4]0]1)?

Unter dem Winkel ¢ zwischen den Vektoren @ und b versteht man den
kleineren Winkel zwischen den Pfeilen der Vektoren. In dem folgenden Bild
ist @’ die Projektion des Vektors d auf den Vektor b. Fiir die Projektion gilt
imFall0 < ¢ <90°a’- |5| = |a|- |El - cos(¢). Das letzte Produkt wird
sich fir unsere Fragestellungen in diesem Kapital als nutzlich erweisen.

Projektion

Definition und Satz

Ist @ der Winkel zwischen den Vektoren @, b, so heit d - b = l|d|- |B| - cos (¢) das Skalarprodukt der Vektoren
a, b. (Bemerkung: Die Bezeichnung Skalarprodukt erinnert daran, dass dieses Produkt kein Vektor, sondern ein

Skalar, also hier eine reelle Zahl, ist.

Fiir 0° < @ < 90°ist das Skalarprodukt positiv, fiir ¢ = 90° ist das Skalarprodukt null und fiir 90° < @ < 180° ist
das Skalarprodukt negativ. Zwei Vektoren c'i,B (# 3) heiRen orthogonal (bzw. senkrecht), wenn ihr Skalarprodukt

gleich null ist, wir schreiben G1b = d-b=0.

Ubungen

1. Bestimmen Sie § - § fiir das Dreieck im
nebenstehenden Bild.
2. Bestimmen Sie die folgenden Skalarprodukte fiir die

Raute im nebenstehenden Bild:
PM-M@, PQ-PS, PQ-RS

3. Uberlegen Sie sich fiir eigene Vektoren die
entsprechenden Skalarprodukte.
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Fir das Skalarprodukt existiert eine Koordinatenform. Es gilt

&-5=(al)-(bl)=a1-b]+a2-b2

a; b,

bzw. aligemein

n
[i-b=Zak-bk.
k=1

Die Koordinatenform des Skalarproduktes erméglicht es nun, die
GroRe des Winkels zwischen zwei Vektoren aus ihren Koordinaten zu
berechnen.

Ubungen

1. Gegebenistder Tetraeder OABS. Berechnen Sie den Winkel
.

3 6
2. Bestimmen Sie alle Vektoren, die zu @ = (2) und b = (5)
4 4
orthogonal sind.

Hausaufgaben

S (21416)
®
B (0/7]0)
ad
A (4]6]0)

1. Gegeben ist eine Gerade g durch die Punkte A (2|—3]1) und B (10]5]15). Bestimmen Sie die Koordinaten

aller Punkte der Geraden g, die von 4 den Abstand 9 haben.

[ zur Kontrolle: Einer der Punkte hat die Koordinaten P(6]1]8) 1.

2 -1
2. Gegebensindd = <16> und b = ( 5 ) Bestimmen Sie eine Zahl r € Rso,dass@ —r-b 1 b ist.

-9 2
Interpretieren Sie die Lage der Vektoren geometrisch.

3. Gegeben ist ein Dreieck ABC durch die Punkte A (—4(8), B (5| — 4) und C (7]10). Bestimmen Sie den
FuBpunkt F der Héhe h.. [Unter dem FuRpunkt versteht man den Schnittpunkt des Lotes von C auf die

Strecke AB. ]

MaBe in m

4. Die nebenstehende Grafik zeigt die Anordnung
der Balken eines Daches.

a) Wahlen Sie ein geeignetes Koordinatensystem
und beschreiben Sie die Lage eines Sparrens
und einer Windrispe durch einen Vektor.

b) Berechnen Sie die Lénge einer Windrispe und
die GroRe des Winkels zwischen Sparren und
Windrispe.
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Name: Arbeitsblatt
Klasse: Datum: | Mathematik

Ableitung und lokale Anderungsrate

Von mittleren zu lokalen Anderungen

Auftrag Noch einmal winken

Jessika hat ihren Freund zur Regionalbahn gebracht. Der Zug setzt sich in Bewegung und Jes-
sika steigt auf ihren Roller. ,,Ob ich ihm an der Schranke noch zuwinken kann?*

Schiitzen Sie anhand der folgenden Angaben, ob Jessika eine Chance hat:

Sie braucht in der Regel ca. 4 Minuten bis zur Schranke. Der Zug hat eine Beschleunigungs-
phase von 20 Sekunden. Danach fihrt er mit gleichméBiger Geschwindigkeit weiter. Bis zur
Schranke sind es auf der Bahnstrecke etwa 4 km. Wihrend der Beschleunigungsphase ist die
Zeit-Weg-Funktion des Zuges gegeben durch: b

f(x)=045- X%
x: Zeit in Sekunden
Jf(x): Weg in Metern

Weg inm
650+
600
550-
500+
450+
400+
350+
300+
250+
200+
150+
100+

50+

L]

L]
\\\.4\
LN
~

L] L

© 2011 Comelsen Verlag, Berlin. Alle Rechte vorbehalten,

£(xy= I&J(+é
(20/180) '&D’-‘ 8- 20 -l-‘é

Zeitins :"|8Q

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

Violay ,,In 20 Sekunden legt der Zug 180 m zurtick, dann fihrt er also mit einer Geschwindig-

keit von 9 . Das entspricht ca. 32 2. Er erreicht die Schranke folglich nach ca. 55 Stunden.
Das sind ca. 7 Minuten. VOWS schafft sie locker!*

Begriinden Sie, warum diese Schidtzung sehr ungenau ist und sich Jessika darauf lieber nicht
verlassen sollte.

Besimmen Sie die Geschwindigkeit, die der Zug nach 20 Sekunden erreicht, genauer und
18sen Sie Jessikas Problem.

TIPP: Um die Durchschnjttsgeschwindigkeit zu bestimmen, berechnet Viola den
Differenzenquotienten:  Differenz der y-Werte

Differenz der x-Werte

Cornelsen . St vaa
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- Il Schliisselkonzept: Ableitung -
Mittlere Anderungsrate - Dlﬁerenzenquotlent

1 Bestimmen Sie den Wert des Differenzenquotienten der Funktion f mit f(x) = %xz - 4 rechnerisch,

in Teilaufgabe a) auch grafisch
a) im Intervall [0; 2] " : b) im Intervall [-1; 1] ¢) im Intervall [-2; -1,9]

2 1 : /

Ergebnis: Ergebnis: Ergebnis: — 435

2 Griiner Tee wird mit 70°C heiRem Wasser aufgebriiht. Beim Abkihlen wurde die Temperatur gemessen.
: 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
70,0 60,6 52,8 46,7 41,5 373 34,0 313 293 275

a) Zeichnen Sie den Graphen. { Temperatur Tin °C
b) Die mittlere Anderungsrate der Funktion
Zeit t — Temperatur T fir den gesamten Messzeit-

(in 5). B

raum betrdgt —— = %
».,-- g R TOR S __60

¢) Die mittlere Anderungsrate ist negativ, weil {
—50
—40

d) Bestimmen Sie die mittleren Anderungsraten fiir
die ersten und letzten zwei Minuten rechnerisch _30
und mithilfe des Graphen.

7Teit tin min’|

; | 0 2 | 4 6.1 8 | 10|12 [ 14116

3 Bei der Fahrt mit einem Heifluftballon wird die Rokodl ol 4 L bt
ol . L Flughéhe hinm ,
aktuelle Hohe aufgezeichnet. i 7 : —
800 sl ba : = N
a) Die mittlere Steiggeschwindigkeit in den ersten - | TEROM NG B
[
10 Minuten betrigt _79 ki . Zwischen Minute 10 0 7T
i >4
und Minute 23,\ betragt die mittlere Steiggeschwin- '60[0 ﬂL ;/ N
digkeit 10 rw/:(»\, Der Ballon steigt also in dieser rsollc ; A
zweiten Zeitspanne : ,40{0 y \
wdll
b) Berechnen Sie die durchschnittlichen Sink- 307 Vi \
geschwindigkeiten von Minute 65 bis Minute 70 und | y \
von Minute 70 bis Minute 90. -2&0 {
= N -\ |
T D, | el \
- : — LA
T . Flugz|eitlt il:l min|

R0 - D ’ ! =11
- B _19 r,10__20__30_%40_ 50_1_60‘-704,80
| | 1 C | !

1 Schliisselkonzept: Ableitung 23
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Die Ableitung an einer bestimmten Stelle berechnen

1 Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f an der Stelle x,.
a) f(x) = 4x% xo=-1

- . f en)dl ) a( en)a( )
1. Schritt: Differenzenquotient aufstellen h = n
2. Schritt: Differenzenquotient umformen = R = ™

=~ h T h

3. Schritt: Grenzwert fiir h — 0 bestimmen = - fir h—0
Man erhalt fiir die Ableitung f'( )=
b) f(x)—;, Xo =2 o) f)=-x2-2; xg=-2
Man erhalt fiir die Ableitung f'( )= . Man erhalt fiir die Ableitung f'( )=

2 Wird eine Feuerwerksrakete senkrecht gestartet, so 7~gllt fiir ihre Hohe a (in m) in Abhéngigkeit von der
Zeit t (in s) ndherungsweise: a(t) = -5t2 + 40t. = -5 (£~ gt +46) +80 = _5(¢-4)*+ 80

a) Die mittlere Anderungsrate von a(t) im Zeitintervall [0; 2] ist die D W‘éd‘/"w éﬁchwmdlgkelt

der Rakete. Die lokale Anderungsrate a’(t) der Flughohe entspricht der .///Om ( &_é
zum Zeitpunkt t.

b) Die Durchschnittsgeschwindigkeit der Rakete E

betragt in den ersten 2 Sekunden und

in den nachsten 2 Sekunden
& c) Die Momentangeschwindigkeit der Rakete nach

2 Sekunden betrég’t

3 Ordnen Sie jedem Graphen die passende Funktionsgleichung y
zu. An welchen Stellen sind diese Funktionen nicht differenzier- 5
bar?
v ) 4
Schaubild ; ‘Funktion : Nicht differenzierbar in A
3
A [ x-2] -4 Xo= 2 ’
—T1CL
B |k+1] -4 Xo= —4- 27
B i
JX+2 Xo= -2 p 1
‘ X

| i
! [ |

05 -0 ¢ ]
) = 2 f/_<7 II Schiiisselkonzept: Ableitung 25
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Skalarprodukt
Unter dem Betrag eines Vektors d versteht man die Lange des zu d gehorenden Pfeiles. Der Betrag wird mit |d]|
bezeichnet. In der Ebene R? bzw. allgemein in R™ gelten fiir den Betrag folgende Darstellungen |d| = /a;% + a;?

bzw. |d| = \/2R., ai?. (Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras)

Fur den Betrag gelten folgende Eigenschaften

1. |d| = 0, insbesondere l6| =0.
2. |r-adl|=|r|-|alfiraller € R.
o la+ | <lal+ |B| (Dreiecks-Ungleichung , vgl. auch Analysis)
12
Beispiel: Der Betrag von @ = | —4 |ist |d| = /122 + (—4)? +3% = V144 + 16 +9 = V169 = 13.
3
Ubungen
1. Bestimmen Sie den Abstand der Punkte P(—6|—2|3) und Q(9]—2]11).
2. In welchen Féllen gilt fiir die Vektoren a, b die Gleichung |& + B| = |al+ |E| ?
3. Bestimmen Sie die fehlende Koordinate p; so, dass P(5/0|p3) vom Punkt Q(4|—-2]5) den Abstand 3 hat.
4. Welche besondere Form hat das Dreieck A(7|0] — 1), B(5|—3|—1) und Cc(4]0]1)?

Unter dem Winkel ¢ zwischen den Vektoren @ und b versteht man den
kleineren Winkel zwischen den Pfeilen der Vektoren. In dem folgenden Bild
ist @’ die Projektion des Vektors d auf den Vektor b. Fiir die Projektion gilt
imFall0 < ¢ <90°a’- |5| = |a|- |El - cos(¢). Das letzte Produkt wird
sich fir unsere Fragestellungen in diesem Kapital als nutzlich erweisen.

Projektion

Definition und Satz

Ist @ der Winkel zwischen den Vektoren @, b, so heit d - b = l|d|- |B| - cos (¢) das Skalarprodukt der Vektoren
a, b. (Bemerkung: Die Bezeichnung Skalarprodukt erinnert daran, dass dieses Produkt kein Vektor, sondern ein

Skalar, also hier eine reelle Zahl, ist.

Fiir 0° < @ < 90°ist das Skalarprodukt positiv, fiir ¢ = 90° ist das Skalarprodukt null und fiir 90° < @ < 180° ist
das Skalarprodukt negativ. Zwei Vektoren c'i,B (# 3) heiRen orthogonal (bzw. senkrecht), wenn ihr Skalarprodukt

gleich null ist, wir schreiben G1b = d-b=0.

Ubungen

1. Bestimmen Sie § - § fiir das Dreieck im
nebenstehenden Bild.
2. Bestimmen Sie die folgenden Skalarprodukte fiir die

Raute im nebenstehenden Bild:
PM-M@, PQ-PS, PQ-RS

3. Uberlegen Sie sich fiir eigene Vektoren die
entsprechenden Skalarprodukte.
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a=(CA-
- b5
2. (%)
-35
— —
@ -6- 2114 cos d
. —
X b= 2025+0442 25= 325

|&] = 2025+ 0 +425 =57
-
IZ) = J,ZO,Z§’+5’ZI§425+ l22s~ = 3,22

1 - CZ/Z&(@S<

32,5 )

( - (o/' 9, 35)
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Ebeve = Xa9= A+1 G480 pmm%m
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7 + 28 = §
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L + 25 = S



7 + 235 = §
3¢ - s =4
ST «+ & = 7
. 4+ 25 = &
z =41
— 74 ="1Y 8= 2

I ={c12)]

E - X(2,3) = <Z$)+ 7’<%)+5<935)

/

X =4+ 22+3

L4 7 =z =y
AT

= 2 = £ 922-2

X =+ 2(\1—2+6z~é= 2yr62 =7
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Ubungen zu Ebenengleichungen

3 2 3
1. Gegeben ist die Ebene E=X(r,s)=|0|+r-[1]|+s-]2]. Liegen die Punkte
2 7 5

A(813]14), B(1]1]0) und C(4|0]11) in der Ebene E?
Bestimmen Sie eine Zahl P so, dass der Punkt P(O] p| p) in der Ebene liegt.

2. Die Punkte A(0] 0]4),B(5]0]0) und C(0]|4|0) legen eine Ebene E fest.
Tragen Sie die Punkte in ein Koordinatensystem ein und skizzieren Sie einen
Ausschnitt der Ebene E. Geben Sie eine Parametergleichung von E an.

3. Gegeben sind drei Punkte A, B und C, die nicht auf einer gemeinsamen

Geraden liegen. lhre Ortsvektoren sind 8,b und &. Bestimmen Sie welche
Punkte der Ebene E=X=3+r- (b-3)+s- (G- a) festgelegt werden, durch die

Bedingung
a) r+s=1 b)r-s=0 c)0<r<1 d)0<r<1 A 0O<s<1

4. Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der XyX3 — Ebene.

5. Bestimmen Sie zu der Ebene E eine Gleichung in Normalenform

a) E=2-x;+3-x,+5-x3 =10 b) E=x,=-5
1 -2
6. Untersuchen Sie, ob die Gerade g=X=|0]|+r-| 1 parallel zu
2 1

E=xq+x5+Xx3=1ist.

7. Betrachten Sie die Ebene, durch den Mittelpunkt D G
des Wiirfels, die orthogonal zur Diagonalen OF ist. I

Stellen Sie die Ebene in Normalenform auf.

Begrunden Sie, dass die Ebene die Kanten des

Warfels, die sie schneidet, jeweils halbiert.




Dynxips [Tponssoanasa
a-f(xr) (a€R)|a- f'(x)
f(z) £ g(z) fl(x) £ ¢ (x)
f(:l?) g(a:) f/(aj) g(a:) + f(a:) g’(x
@ f'(z)-g(x) — f(z)- g (x)
g9(x) g2(z)
f(g(x)) F(g9(2)) - ¢ ()
1. X'=k I ’
2. C’'=0 11. (sinul =cosu-u
3 (cw) =Cur 12. (cosu) =-sinu-u’
4 (u+v) =u'+v’ 13. (tgu) :CO‘;ZU
5. (uv) =uveu v’ 14. (CIQU),:“sis;u
o g} Lk L4 15 v B
[V ) v . laresinu] —
y "u“l), =k-,u" L.y 16, (arccosu),=_ 1u' 2
[Va) =2 R
, 2l 17. (arctgu) = —2 -
8. (a'] =a“-Ina-u ) 1+uu
9. (e¥) =e"-u 18. (arcetgu) =

<(;m)h) -

“'%(X)Y, '%I(x)

=4 /&Lv%(x) . oA (X)
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Produktregel

Quotientenregel

Kettenregel
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%(X)’ (&t 4)-€°

%(;@— 2x - @+ xSt e “6<ZA<+><Z+//)“
3 6(><+£}

e (x+4) =0

X=-4

ﬁmz sl 4-X)
%’(K) - s (I- /<)2 — 2-Sx(L-Kx)= 5(1—@(1-3&)

%O«): (k-_f)z(mf)g

%l(/() = 2(x-1)(x+ 1)3 ¢ 3(%-1)2()“:/)2:
= (x-1)(x+1) (2(x+L) +3(x-4))=
= («-4)(Xx+ /,/)2(2)(1‘2 135 -3)
= (-2 )(x=4)" (5x-1)
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7usammenfassung der wesentlichen Ableitungsregeln

Die vorkommenden Parameter ¢ und k stehen fiir reelle Zahlen.

g und h sind differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen ¢’ und h' bekannt sind.

Bemerkung, Regel

Funktion Ableitung
f(z) (=)
z 1
7~ 2z
z* 3z?
z" n -t neR
1 1
T 72
JT A
2/
sinzx cosT
cosT —sinz
9 1
tanx 1+tan®z = 7
cos? x
e* e e ist die Eulersche Zahl
g Ina-a®
1
Inz =
z
c 0 Konstantenregel
g(z) + h(z) J(z) + ' (z) Summenregel
k- g(z) k-d(z) Faktorregel
g(z) - h(z) g(z) W (z)+9 (z) - h(z) Produktregel
(g(z)" n-(g(z)" " 9'(2) Potenzregel
___g(:::) hiz) -9 &)~ gix) - () Quotientenregel
h(z) (h(z))
h(g(z)) K (g(z)) - §'(z) Kettenregel
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Ubungen zur Differenzierbarkeit

1. Wie oft ist die Funktion f an der Stelle x, = 0 differenzierbar?
sin(x), x20
a. f(x)=|x- b. f(x)=
00 =~ X = 3

Berechnen Sie die Ableitungen f'(x) folgender Funktionen:

1) = (Vx +2f

f(x) = 5-x3 - sin(x)

f(x) = %—1 f(x)=x3+2-x2—4

f(x) = x + sin(x) f(x) = X2 + cos(x)

Berechnen Sie die Ableitung f'(x) ohne und mit der Produktregel:

100 =(1+)-@-%) 1) =x - 1-+x) f(x)=%-(x2+3-x—4)

Leiten Sie aus der Produktregel fiir zwei Faktoren eine Regel fiir drei Faktoren her,
sodass Sie f(x) = u(x)- v(x)-w(x) differenzieren kénnen. Wenden Sie Ihre Regel auf

folgende Funktionen an:
() = %2 - 2. x)- 4 - sin(x) £(x) = ¥ - sin(x) - cos(x)

Wie kénnte man die zweite Funktion anders ableiten?

5. Differenzieren Sie mit Hilfe der Quotientenregel
2 : ; 2

x“ -1 sin(x) cos(x) — sin(x) X

f(x) = f(x) = f(x) = ——L = A7 fix)=-=—

) x+1 ) X ) cos(x) + sin(x) ) 1-x
1 Jx-3

ix)=—-—— f(x) = f(x) =

X - cos(x) Jx +3 sin?(x)
6. Differenzieren Sie mithilfe der Kettenregel

f) = V1-x° f(x) = sin(\/xz -1 |

7. Ableitung der Umkehrfunktion

f(x) = cot(iz)

X

2

<)

f(x) = arccos(x) f(x) = arctan(\/x2 - 1) f(x) = arcsin[ : 5
: +

8. Untersuchen Sie, ob die Funktion f an der Stelle xo = 0 differenzierbar ist, und geben
Sie in diesem Fall die Ableitung f'(0) an (Benutzen Sie den Differenzenquotient).

f(x) = {xa . sin[%), x#0
o!

x=0
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Ubungen zur Differenzierbarkeit

1. Wie oft ist die Funktion f an der Stelle x, = 0 differenzierbar?
sin(x), x20
a. f(x)=|x- b. f(x)=
00 =~ X = 3

Berechnen Sie die Ableitungen f'(x) folgender Funktionen:

1) = (Vx +2f

f(x) = 5-x3 - sin(x)

f(x) = %—1 f(x)=x3+2-x2—4

f(x) = x + sin(x) f(x) = X2 + cos(x)

Berechnen Sie die Ableitung f'(x) ohne und mit der Produktregel:

100 =(1+)-@-%) 1) =x - 1-+x) f(x)=%-(x2+3-x—4)

Leiten Sie aus der Produktregel fiir zwei Faktoren eine Regel fiir drei Faktoren her,
sodass Sie f(x) = u(x)- v(x)-w(x) differenzieren kénnen. Wenden Sie Ihre Regel auf

folgende Funktionen an:
() = %2 - 2. x)- 4 - sin(x) £(x) = ¥ - sin(x) - cos(x)

Wie kénnte man die zweite Funktion anders ableiten?

5. Differenzieren Sie mit Hilfe der Quotientenregel
2 : ; 2

x“ -1 sin(x) cos(x) — sin(x) X

f(x) = f(x) = f(x) = ——L = A7 fix)=-=—

) x+1 ) X ) cos(x) + sin(x) ) 1-x
1 Jx-3

ix)=—-—— f(x) = f(x) =

X - cos(x) Jx +3 sin?(x)
6. Differenzieren Sie mithilfe der Kettenregel

f) = V1-x° f(x) = sin(\/xz -1 |

7. Ableitung der Umkehrfunktion

f(x) = cot(iz)

X

2

<)

f(x) = arccos(x) f(x) = arctan(\/x2 - 1) f(x) = arcsin[ : 5
: +

8. Untersuchen Sie, ob die Funktion f an der Stelle xo = 0 differenzierbar ist, und geben
Sie in diesem Fall die Ableitung f'(0) an (Benutzen Sie den Differenzenquotient).

f(x) = {xa . sin[%), x#0
o!

x=0
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Mathematische Begriffe in Sachzusammenhéngen (2)

a8 1 Die Funktion f mit f(t) = -0,006t> + 01812 -1,35t + 15; Hﬂ.f'(x)' ; ‘, IL -
0 <t < 25, beschreibt die Dicke der Eisdecke eines zugefrorenen 1"12_, HEN T T Ly
Sees im Monat Februar, t in Tagen und f(t) in cm. - ' ‘ { B
a) Erstellen Sie eine Wertetabelle und skizzieren Sie das f— T AN 11
. . NN ] EREEEE I
Schaubild der Funktion f. T , T , ! |1
10 . r
t 0 5 10 15 20 25 [ - ,Jl_ N ER _; 3
f(®) 3 9 ‘ * 11!
b) Das globale Maximum der Funktion ist , es wird ‘ ,' J : ' EEEE
3 BEEEN 1
erreicht am: T T T T T T T T T, T
__ - . T 1T | ]
¢) Geben Sie die Extrempunkte der Funktion an und erlautern IO [T 1o - -H20-H 30

Sie die Bedeutung im Sachkontext.

d) Das Betreten der Eisdecke ist erlaubt, wenn die Dicke mindestens 12cm betrégt. Untersuchen Sie, wann

dies der Fall ist.
e) Weshalb ist die Funktion f fiir Werte von t > 25 nicht mehr geeignet, die Dicke der Eisdecke zu

beschreiben?

£ 8k b 31| ! | |
2 Das Schaubild zeigt die Entwicklung der Grippeinfizierten A"E';' der E'k"a'trti" BE
in einer Kleinstadt. Auf der Rechtsachse sind die Tage seit Be- T i ’\\ i
ginn der Infektion abgetragen, auf der Hochachse die Anzahl der 1 / \ i |
Erkrankten. 7] EEY
a) Beschreiben Sie den Verlauf der Grippewelle. ! ( \
L / [ \
EI’o D L/ [ \
N\ y \
[ W L1
N \tin Tegen
- oo -

b) Welche der folgenden Funktionsgleichungen gehért zu dem Graphen?

g0y = +20x* | l i(x) = =3 - 202 1

¢) Das globale Maximum wird nach Tagen erreicht und betrégt etwa Infizierte.

3 Die Funktion f mit f(t) =32t} - 222312+ 5000; 0=t =12, - Gein n €/Monatt—+—H+
t in Monaten, beschreibt den Gewinn pro Monat eines kleinen ) | - HH :
Geschiftes wahrend des ersten Jahres des Bestehens. Fiillen Sie 3‘oco ({) I } } / -
die Liicken. i i NN \ / N
a) Wihrend der Sommermonate sinkt der Gewinn auf € z;sco? ; ] .8
pro Monat. 20000 T =
b) Das globale Maximum wird im Monat 15000 H | /}/ {!
erreicht und betragt etwa 3 1_}1(:{:{ T ! // my 1

i i I ; Tt
¢) Ein lokales Maximum mit 5000€ pro Monat liegt I 2 o 0 o
+HO- 255475 HH0 28t

VOr.

d) Sowohl beim lokalen als auch beim absoluten Maximum

handelt es sich um

38 Il Funktionsuntersuchungen
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1. Methode: Abstandsformel
2. Methode: Hilfseben
3. Methode: Minimierung der Abstande
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1. |10-dx=C
2 dr=jl-dx=r+C
1CrH-l
x"dx =" +C,
3. - n+1

nz-1x>0
4fé=M$f
X

X
a

5. ‘axdx:m—+C
* a

6.éﬂh=ex+C

7. |sinxdx =—cosx+C

8. |cosxdx=sinx+C

Fﬂéx>=ZQLX>

/%CK) =
(k) =

2

i ()
— (OS5 (K)

I:J Jin O = - cos (<)

T
/4 =2 j%mx): 2 (- wsoo/;
0

sin® x
C dx

J cos® x

[ dx . X

11. = arcsin — + C, |x| <|q]
2 2 a

J va® —x

R
dx 1 X
12. 55 = —arctg—+C
J at+x a a
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dx 1 |a+x
=—1In
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[ arcto
4 lxz d = Gt C
l
) e ol = Ax +(
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’ ,_" u,
(u+v) =u"+Vv’ 1S Al - cos’u
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7usammenfassung der wesentlichen Ableitungsregeln

Die vorkommenden Parameter ¢ und k stehen fiir reelle Zahlen.
g und h sind differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen ¢’ und h' bekannt sind.

Funktion F (X)  (—tAblettung- % <5<’> Bemerkung, Regel
f(z) N ()
T 1
z 2z
5 3z?
z" n- "1 neR
1 1
xr xz
1]
o PN
sinzx COST
cosT —sinz
9 1
tanzx 1+tan®z = 7
cos? x
e* e e ist die Eulersche Zahl
a® Ina-a®
1
Inz e
T
c 0 Konstantenregel
g(z) + h(z) J(z) + ' (z) Summenregel
k- g(z) k-d(z) Faktorregel
g(z) - h(z) g(z) W (z)+9 (z) - h(z) Produktregel
(g(z))" n-(g(z)" -4 (z) Potenzregel
___g(:::) hz) g @)~ gix) - () Quotientenregel
h(z) (h(z))
h(g(z)) K (g(z)) - §'(z) Kettenregel
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Vektorrechnung

Gegeben seien die Punkte A(8 |3 ]1), B(-4 |15]1), C(2|15| -11), D(-6]3|-7).
(Die folgenden Fragen hangen teilweise miteinander zusammen. Uberlegen Sie bitte zun&chst, in
welcher Reihenfolge, mit welcher Methode und mit Hilfe welcher Vektoren Sie am besten arbeiten.)

a) Beweisen Sie, dass ABCD ein Tetraeder ist.
b) Berechnen Sie das Volumen des Tetraeders ABCD.
c) E; bzw. E; seien Ebenen, die durch den Schwerpunkt des Tetraeders gehen und zu dem

Dreieck ABC bzw. BCD parallel sind. Geben Sie geeignete Ebenengleichungen an und
berechnen Sie die Schnittgerade.

d) Welchen Abstand hat der Punkt D von der Ebene E;?
e) Berechnen Sie die Flache des Dreiecks ABC.

f) Erklaren Sie, wie man aus den Ergebnissen von b), d) und e) die Richtigkeit der Rechnung
- Uberprufen kann.
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A :l_$ X% 2x-3dx
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—x+30(x ~ 6,8

I

X

L
-qy-2xt (=0
Xt —2x-120 XK=

1 Berechnen Sie den Inhalt der Fldche, die von den Graphenvon fundg .

eingeschlossenen wird.

2
1. Funktionsterme bestimmen: f)=X - Y, goy=2x—1

2. Schnittstellen bestimmen:

(—’_(;,-3)

3. Differenzfunktion integrieren:

,: [—ésf—xz—sk! |-

Xz:

5

~

2 a) Driicken Sie:dLr?I Ini;?l; dgr—Flé?cr;EnJ%utcrll ;ﬁf [ ) {OZE

oder mehrere Integrale aus:

Aj+Ay= (7]

AgtAg+Ag=

A=

A, =

p) Benennen Sie folgende Fldchen:

Die von den Graphen von f und g eingeschlossene Fldche: :

Die von den Graphen von f und g und der x-Achse eingeschlossenen Fldchen: ,

Die von den Graphen von f und g, der x-Achse und der Geraden x = -4 eingeschlossene Flache:
— (—lé dx

o/~
% Berechnen Sie den Inhalt der geférbte!n Flache.
by Qlx*=¢u|x=V¢é

u'sy

|
1T Wl
[ M3

R R —y=64—T———

2279

3 v 3
i

~G I : '—T- 3 fy
""’:(O’"%’gﬂ"> o= ~152

-3
; & Zeigen Sie: Fiir den Inhalt der Fldche, die vom Graphen von f
mit £(x) = x3, der Tangente an den Graph in P(t|t?) und der x-Achse

eingeschlossen wird, gilt: A(t) = %t“, (t>0).

Tangentengleichung:

Schnittstelle der Tangente mit der x-Achse:

=lacheninhalt:
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Il Schliisselkonzept: Integral 21
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o 230 IX. Anwendungen der Integralrechnung
—_
Wir betrachten nun ein modellhaftes Anwendungsproblem mit einer gebrochen-rationalen
Funktion als Integrand.

yT

bis (33
S Y

4| Sandvorspiilung Nordsee _
0 10 20 30 =

» | Beispiel: Sandvorspiilung

Die Steilkiiste einer Nordseeinsel bricht durcht die Gewalt der herbstlichen See immer wieder
ab. Daher wird sie durch regelmiBige Sandvorspiilungen geschiitzt. In einem 500 m breiten
Kiistenabschnitt besteht die Vorspiilung aus einem 10 m breiten ebenen Strandstreifen und
einem 20 m breiten Abhang, der durch die Profilkurve f(x) = 4’?20 angenzhert beschrieben
werden kann. i :
Es soll ermittelt werden, ob die zur Verfiigung stehenden 25000m> Sand ausreichen. Z@L{/L\/ e

YOO oAt
(IO):_ —("7 - Y auns
E . 50 X"/”
51 A e
b /-y 10+ [ w00 &= Yo+ 400 [ X =40+ Yoo - \ I,

20\>.‘-\{Q+ il ( cc L
A \© L'((OO o _3_9 (’5 = 3
B\ /=500 Ao gsianasih A
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0

= Y0+Yvo0 <—)
<K

o b O i | |
_3)?)\0: 005 — X 5o= 0985
Ubung 4

Ein Messer zum Zerteilen von Zwiebeln
hat angenidhert die abgebildete Form mit
den  Profilkurven  f(x) =% und

g(x)=§lzx2. Wie groB ist die Quer-

schnittsfliche des Messers? Wie schwer
ist die im Durchschnitt 3 mm dicke Stahl-

klinge?
(Dichte von Stahl: p = 7,87 ﬁ)
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s e X:__J_:é
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Analysis:

1. Differenzialrechnung (+ in einem Sachkontext) 30P
2. Integralrechnung 20P

3. Geometrisches Wachstum (Folge) 10P

Lineare Algebra:

1. Vektorrechnung (+ in einem Sachkontext) 30P
2. Basis, Dimension, lineare Unabhangigkeit 10P
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Wenn die Regenintensitat so geblieben ware wie in der 2. Stunde, dann hatten wir nach
wir nach 12 Stunden eine Regenmenge von 1.35I

d) Es gab keinen Zeitpunkt an dem es nicht geregnet hat, es hat immer geregnet.

Regenmenge f(x) streng monoton wachsend. f'(x) > 0 (Anderung der Regenmenge
positiv)
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Schriftliche Priifung zur Feststellung der Hochschulreife
Mathematik - Teil Analysis
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Arbeitszeit: 105 Minuten Hilfsmittel: Wissenschaftlicher Taschenrechner
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Familienname: Vorname:

1. Differenzialrechnung im Sachkontext (30 Punkte):

Aufgrund starker Regenfille wurde im Oktober 2016 ein Ansteigen des Wassers am Rhein beobachtet.
An einer Messstelle in Bonn wurde am 20. Oktober um 0:00 Uhr ein Wasserstand von 130 cm gemessen.
Fiir die Hohe des Wasserspiegels kann die folgende Funktion verwendet werden.
h(t):——t3+‘—19t2+130 0<t<35
27 3 : B v
Dabei entspricht t = 0 der Zeit 0:00 am 20. Oktober, t = 1 der Zeit 0:00 Uhr am 21. Oktober und
= 3.5 der Zeit 12:00 Uhr am 23. Oktober. Der Graph von A ist in der folgenden Abbildung dargestellt:

Wasserstand in cm
3 =
o o
X T

g

I ' i
t t + + + + t t +
00 02 04 06 08 1 12 14 16 LB 200 23y 24 26 ~2%. 30 32 94
Zeit in Tagen

N
|
|

=

120

a) Berechnen Sie den Wasserstand am 21. Oktober 2016 um 12.00 Uhr.

b) Berechnen Sie M Interpretieren Sie den berechneten Wert im Sachkontext.
c) Ermitteln Sie rechnerisch den minimalen und maximalen Wert im betrachteten Zeitraum.
d) Zu welchem Zeitpunkt steigt das Wasser am schnellsten? Geben Sie die zugehdrige Zunahme an.

e) Beurteilen Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Begriinden Sie Thre Wahl!

K ist in ]0, 3[ positiv

h” ist in ]0, 3 negativ

Es gilt h"(1) < h"(2)

Der Graph von h ist in [2,3] eine Rechtskurve

1



2. Integralrechnung (20 Punkte):

a) Bei einem Experiment wurde die Geschwindigkeit v (in ") einer Kugel in Abhéngigkeit der Zeit

t (in s) aufgezeichnet. Bei der Bewegung der Kugel nach rechts wird die Geschwindigkeit mit einem
positiven Vorzeichen versehen, bei der Bewegung nach links mit einem negativen.

vz!

u 1 2 5 4 5
t t t t

24

t Sl

24

Bestimmen Sie mithilfe des orientierten Flicheninhalts zwischen Graph und der Zeitachse, wo sich die
Kugel nach 5 Sekunden befindet. Skizzieren Sie den Graph der Stammfunktion und bestétigen Sie

das Ergebnis.
b) Berechnen Sie die folgenden Integrale:
/ cos(z) - ) dg, / e” -sin(z) dz
¢) Gegeben sind die Funktionen f und g mit
1 1
flz) = ——ga:-(:l:—S), g(z) = -8—:1;-(2—8), 0<z<8

sowie die Kreise mit Mittelpunkt M (4|0) und den
Radien 7 = 2,7 = 0.5. Berechnen Sie den Inhalt
der weifilen Fliche des ”Auges”. Uberlegen Sie
zuniichst, wie Sie den Inhalt einfach darstellen

konnen.

3. Das Horner-Schema (10 Punkte):

a) Schreiben Sie das Polynom p
p(z) =234+ 22% +3z+4

in Horner-Darstellung. Welche urspriingliche Idee verfolgte Horner?

b) Lésen Sie die polynomiale Ungleichung graphisch. Faktorisieren Sie zuerst die linke Seite der
Ungleichung mithilfe des Horner-Schemas

z7—2z6+2x5—2x4+x3§0

VIEL ERFOLG :-)
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4. Vektorrechnung (30 Punkte):

Eine Lampe im Punkt L(15|8|0) strahlt einen Punkt P(10]10|1) an.

a) Stellen Sie den Lichtstrahl als Gerade dar.

b) Wie weit sind die Punkte L und P voneinander entfernt?

¢) Wo trifft der Lichtstrahl durch P auf die Wand, die in der y-z-Ebene liegt?
d) In welchem Winkel trifft der Lichtstrahl auf die Wand?

e) Ohne Sachkontext: Berechne den Abstand, den der Punkt P(1]2|0) von der Ebene
E:2z+y+2z=1
hat.
e Benutzen Sie das LotfuBpunktverfahren

e Benutzen Sie die Abstandsformel

5. Das Vektorprodukt (10 Punkte):

a) Berechne -falls moglich- die Vektorprodukte:

B-(3) = 60

b) Gegeben sind der Punkt P(1|c|1) mit ¢ € R und die Gerade g mit

B

Berechne ¢ € R so, dass der Abstand von P zur Geraden g den Wert /5 hat.
Tipp: Benutzen Sie die Abstandsformel.

Viel Erfolg :)
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Gegeben sind der Punkt P (py|p,|ps) und die Gerade g : X = 3 +

A-b
Formel zur Berechnung des Abstandes:
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Mathematik — Teil Vektorrechnung

Arbeitszeit: 75 Minuten Hilfsmittel: Wissenschaftlicher Taschenrechner
Familienname: Vorname:
Aufgabe 4 (32 Punkte) )
Von einem Wiirfel aus Stahl wurden die Ecken R(6/6|6) =l
und S(6|0|6) abgeschnitten. (Sieche Abbildung.) o7 P
c /'I
(Eine Lingeneinheit entspricht einem Zentimeter. Sei ', bid 5 A '
Die Abbildung ist nicht maBstabsgetreu.) 2 B
Al
/"A Q

b)

Die Punkte A(6/03) und B(6]3|6) liegen auf einer Kante des bearbeiteten Wiirfels.
(i) Geben Sie eine Parametergleichung der Geraden g an, die die Punkte A und B enthilt.
(ii) Priifen Sie, ob der Punkt Z(6] -6| 0) auf der Geraden g aus Teilaufgabe a) (i) liegt.

Die Schnittfliiche S, liegt in der Ebene E,, die durch die folgende Gleichung gegeben ist

6 1
E,:|x-|0]|]|-1[=0-
3 1

(i) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung von E.. Zeigen Sie, dass der Punkt C(3|0/6) in
E, liegt.

(ii) Geben Sie eine Koordinatengleichung einer Ebene an, die zu E, echt parallel ist.
(Angabe der Gleichung ohne Rechenweg oder Begriindung reicht.)

(iii) Geben Sie die Parametergleichung einer Geraden an, die zu E, orthogonal ist. (Angabe
der Gleichung ohne Rechenweg oder Begriindung reicht.)

(iv) Die Schnittfliche S; liegt in der Ebene E. E; ist orthogonal zur Strecke QR mit Q(0]0/0)
und R(6/6/6) und enthilt den Punkt P(4/6]6). Geben Sie eine Normalengleichung von E, an.
(Angabe der Gleichung ohne Rechenweg oder Begriindung reicht.)

Blatt bitte wenden!







d)

Fortfiihrung von Aufgabe 4

Mit einem Laser wird ein Bohrkanal vom Punkt B(6|3|6) zum Punkt D gebohrt.
Der Bohrkanal verliuft orthogonal zur Ebene E: x,—x,=0, in der auch der Punkt D liegt.

(i) Bestimmen Sie die Koordinaten von D. (Zur Kontrolle: D(4,5 14,516).)

(i) Berechnen Sie die Liinge des Bohrkanals BD.

(iii) Ermitteln Sie die GroBe des Winkels zwischen dem Bohrkanal BD und der Kante AB
des bearbeiteten Stahlwiirfels. (Zur Erinnerung: A(6]0|3).)

(iv) Berechnen Sie den Abstand zwischen dem Eckpunkt A und der Ebene E: x,—x,=0.

Nun wird ein Eckstiick des Stahlwiirfels abgeschnitten, das die Form einer dreiseitigen
Pyramide besitzt. Die Pyramide hat die Eckpunkte L(2/06), M(0[0}4), N(0]2|6) und die
Spitze T(0/06).

Berechnen Sie das Volumen des Eckstiicks mithilfe des Spatprodukts.

Aufgabe 5 (8 Punkte)

Die Ebenen E; und E, sind durch die folgenden Gleichungen gegeben:
E,: 2x,+x,+2x,=3 und E,: 3x,+6x,+2x;=—2.

Bestimmen Sie die Koordinatengleichungen aller Ebenen F, fiir die Folgendes gilt:
Jeder Punkt P von F hat denselben Abstand zu E; wie zu E,, d.h. d(P; E;) = d(P; E,).

Viel Erfolg! ©
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Ubungen zum Geometrischen Wachstum

1. Geometrische Reihe

Berechnen Sie die folgenden geometrischen Reihen

io: 317.—1 f: ok _1
n ! k
n=0 g k=1 3

2. Geometrische Folge
Es ist die geometrische Folge (bn) = (3,6,12,24, ) gegeben.

a) Geben Sie ein rekursives und explizites Bildungsgesetz an.
b) Berechnen Sie den Wert bi.
c) Das wievielte Folgeglied ist b, = 15728647

d) Berechnen Sie die Summe der ersten 10 Folgeglieder.

3. Geometrische Folge im Sachkontext

Miuse vermehren sich unter bestimmten Bedingungen sehr schnell. Die Anzahl der Jungtiere, die in
einer Generation geboren werden, kann durch das nachstehende rekursive Bildungsgesetz beschrieben

werden.
an = Qp—1-9, a; = 20

a) Erstellen Sie ein explizites Bildungsgesetz fiir die Folge (an).

b) Berechnen Sie, in der wievielten Generation erstmals 500 Jungtiere geboren wurden.

4. Gemischte Folge im Sachkontext
Ein Studierender des Studienkollegs Bochum lernt jeden Tag drei Seiten auswendig, iiber Nacht vergisst

er 4% seines Wissens. Stellen Sie das Wissen des Studierenden als rekursive Folge (wn) m% o ?IO
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c¢) Ein Turm aus Wiirfeln soll gebaut werden.
Jeder nachfolgende Wiirfel hat nur noch neun
Zehntel der Hohe des vorhergehenden Wiirfels.
Wie hoch ist der Turm aus 20 Wiirfeln, wenn
der erste Wiirfel eine Kantenlidnge von 10 cm
hat? Wie hoch wird der Turm, wenn man den
Prozess unendlich fortsetzt?
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