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Untersuchen Sie, ob eine Seite des Dreiecks ABC mit A(3;3;6), B(2;7,6),
C(4;2;5) auf der Geraden g liegt, oder zu g parallel ist.
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Ubungen zu Polynomen und dem Horner-Schema

1 Nullstellen von Polynomen

Geben Sie fiir die folgenden Polynome Nullstellen an und skizzieren Sie die Graphen qualitativ:

K(X - lZX+\(§) K (X+3)(X =S
Q a) p(z) = 2° — 12z + 452 g)p(z):zs—Qz
0 <) p(z) = 3z* — 162° + 2427 d) p(z) = z*° - 2°

2 Wertebereich von Polynomen
Bestimmen Sie den Wertebereich fiir die folgenden Polynome:

a) p(z) =23 — 142416  b) p(a) =2* - 1822 + 27

orner-Schema
it dem Horner-Schema alle reellen Nullstellen von:

b) p(z) = z° —3z* +2° - 20 -3
' -3)(x +X*4)

(x-3)(x"+x*+4

4 Vollstandiges Horner-Schema . ;

Wenn wir fiir ein Polynom vom Grad n das Horner-Schema n+ 1-mal an einer Stelle zo durchﬁlhren so sprechen

Wwir vom vollstand.lgen Horner-Schema. Die Zahlen A, die rechts in jeder Zeile des vollstandigen Horner-Schemas
eifen _nthcklungskoeﬂimenten von p be1 der Entwmklung um zo. Es gilt dann

Hinweis
Sie konnen die Aufgaben ” per Hand” rechnen, falls Sie im Ergebnis unsicher
mit einem CAS (z.B. MuPAD).

sind, kontrollieren Sie Thre Rechnung
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Betrag und Skalarprodukt
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Fir das Skalarprodukt existiert eine Koordinatenform. Es gilt

&-5=(al)-(bl)=a1-b]+a2-b2

a; b,

bzw. aligemein

n
[i-b=Zak-bk.
k=1

Die Koordinatenform des Skalarproduktes erméglicht es nun, die
GroRe des Winkels zwischen zwei Vektoren aus ihren Koordinaten zu
berechnen.

Ubungen

1. Gegebenistder Tetraeder OABS. Berechnen Sie den Winkel
.

3 6
2. Bestimmen Sie alle Vektoren, die zu @ = (2) und b = (5)
4 4
orthogonal sind.

Hausaufgaben

S (21416)
®
B (0/7]0)
ad
A (4]6]0)

1. Gegeben ist eine Gerade g durch die Punkte A (2|—3]1) und B (10]5]15). Bestimmen Sie die Koordinaten

aller Punkte der Geraden g, die von 4 den Abstand 9 haben.

[ zur Kontrolle: Einer der Punkte hat die Koordinaten P(6]1]8) 1.

2 -1
2. Gegebensindd = <16> und b = ( 5 ) Bestimmen Sie eine Zahl r € Rso,dass@ —r-b 1 b ist.

-9 2
Interpretieren Sie die Lage der Vektoren geometrisch.

3. Gegeben ist ein Dreieck ABC durch die Punkte A (—4(8), B (5| — 4) und C (7]10). Bestimmen Sie den
FuBpunkt F der Héhe h.. [Unter dem FuRpunkt versteht man den Schnittpunkt des Lotes von C auf die

Strecke AB. ]

MaBe in m

4. Die nebenstehende Grafik zeigt die Anordnung
der Balken eines Daches.

a) Wahlen Sie ein geeignetes Koordinatensystem
und beschreiben Sie die Lage eines Sparrens
und einer Windrispe durch einen Vektor.

b) Berechnen Sie die Lénge einer Windrispe und
die GroRe des Winkels zwischen Sparren und
Windrispe.




Skalarprodukt
Unter dem Betrag eines Vektors d versteht man die Lange des zu d gehorenden Pfeiles. Der Betrag wird mit |d]|
bezeichnet. In der Ebene R? bzw. allgemein in R™ gelten fiir den Betrag folgende Darstellungen |d| = /a;% + a;?

bzw. |d| = \/2R., ai?. (Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras)

Fur den Betrag gelten folgende Eigenschaften

1. |d| = 0, insbesondere l6| =0.
2. |r-adl|=|r|-|alfiraller € R.
o la+ | <lal+ |B| (Dreiecks-Ungleichung , vgl. auch Analysis)
12
Beispiel: Der Betrag von @ = | —4 |ist |d| = /122 + (—4)? +3% = V144 + 16 +9 = V169 = 13.
3
Ubungen
1. Bestimmen Sie den Abstand der Punkte P(—6|—2|3) und Q(9]—2]11).
2. In welchen Féllen gilt fiir die Vektoren a, b die Gleichung |& + B| = |al+ |E| ?
3. Bestimmen Sie die fehlende Koordinate p; so, dass P(5/0|p3) vom Punkt Q(4|—-2]5) den Abstand 3 hat.
4. Welche besondere Form hat das Dreieck A(7|0] — 1), B(5|—3|—1) und Cc(4]0]1)?

Unter dem Winkel ¢ zwischen den Vektoren @ und b versteht man den
kleineren Winkel zwischen den Pfeilen der Vektoren. In dem folgenden Bild
ist @’ die Projektion des Vektors d auf den Vektor b. Fiir die Projektion gilt
imFall0 < ¢ <90°a’- |5| = |a|- |El - cos(¢). Das letzte Produkt wird
sich fir unsere Fragestellungen in diesem Kapital als nutzlich erweisen.

Projektion

Definition und Satz

Ist @ der Winkel zwischen den Vektoren @, b, so heit d - b = l|d|- |B| - cos (¢) das Skalarprodukt der Vektoren
a, b. (Bemerkung: Die Bezeichnung Skalarprodukt erinnert daran, dass dieses Produkt kein Vektor, sondern ein

Skalar, also hier eine reelle Zahl, ist.

Fiir 0° < @ < 90°ist das Skalarprodukt positiv, fiir ¢ = 90° ist das Skalarprodukt null und fiir 90° < @ < 180° ist
das Skalarprodukt negativ. Zwei Vektoren c'i,B (# 3) heiRen orthogonal (bzw. senkrecht), wenn ihr Skalarprodukt

gleich null ist, wir schreiben G1b = d-b=0.

Ubungen

1. Bestimmen Sie § - § fiir das Dreieck im
nebenstehenden Bild.
2. Bestimmen Sie die folgenden Skalarprodukte fiir die

Raute im nebenstehenden Bild:
PM-M@, PQ-PS, PQ-RS

3. Uberlegen Sie sich fiir eigene Vektoren die
entsprechenden Skalarprodukte.
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Fir das Skalarprodukt existiert eine Koordinatenform. Es gilt

&-5=(al)-(bl)=a1-b]+a2-b2

a; b,

bzw. aligemein

n
[i-b=Zak-bk.
k=1

Die Koordinatenform des Skalarproduktes erméglicht es nun, die
GroRe des Winkels zwischen zwei Vektoren aus ihren Koordinaten zu
berechnen.

Ubungen

1. Gegebenistder Tetraeder OABS. Berechnen Sie den Winkel
.

3 6
2. Bestimmen Sie alle Vektoren, die zu @ = (2) und b = (5)
4 4
orthogonal sind.

Hausaufgaben

S (21416)
®
B (0/7]0)
ad
A (4]6]0)

1. Gegeben ist eine Gerade g durch die Punkte A (2|—3]1) und B (10]5]15). Bestimmen Sie die Koordinaten

aller Punkte der Geraden g, die von 4 den Abstand 9 haben.

[ zur Kontrolle: Einer der Punkte hat die Koordinaten P(6]1]8) 1.

2 -1
2. Gegebensindd = <16> und b = ( 5 ) Bestimmen Sie eine Zahl r € Rso,dass@ —r-b 1 b ist.

-9 2
Interpretieren Sie die Lage der Vektoren geometrisch.

3. Gegeben ist ein Dreieck ABC durch die Punkte A (—4(8), B (5| — 4) und C (7]10). Bestimmen Sie den
FuBpunkt F der Héhe h.. [Unter dem FuRpunkt versteht man den Schnittpunkt des Lotes von C auf die

Strecke AB. ]

MaBe in m

4. Die nebenstehende Grafik zeigt die Anordnung
der Balken eines Daches.

a) Wahlen Sie ein geeignetes Koordinatensystem
und beschreiben Sie die Lage eines Sparrens
und einer Windrispe durch einen Vektor.

b) Berechnen Sie die Lénge einer Windrispe und
die GroRe des Winkels zwischen Sparren und
Windrispe.
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Name: Arbeitsblatt
Klasse: Datum: | Mathematik

Ableitung und lokale Anderungsrate

Von mittleren zu lokalen Anderungen

Auftrag Noch einmal winken

Jessika hat ihren Freund zur Regionalbahn gebracht. Der Zug setzt sich in Bewegung und Jes-
sika steigt auf ihren Roller. ,,Ob ich ihm an der Schranke noch zuwinken kann?*

Schiitzen Sie anhand der folgenden Angaben, ob Jessika eine Chance hat:

Sie braucht in der Regel ca. 4 Minuten bis zur Schranke. Der Zug hat eine Beschleunigungs-
phase von 20 Sekunden. Danach fihrt er mit gleichméBiger Geschwindigkeit weiter. Bis zur
Schranke sind es auf der Bahnstrecke etwa 4 km. Wihrend der Beschleunigungsphase ist die
Zeit-Weg-Funktion des Zuges gegeben durch: b

f(x)=045- X%
x: Zeit in Sekunden
Jf(x): Weg in Metern

Weg inm
650+
600
550-
500+
450+
400+
350+
300+
250+
200+
150+
100+

50+

L]

L]
\\\.4\
LN
~

L] L

© 2011 Comelsen Verlag, Berlin. Alle Rechte vorbehalten,

£(xy= I&J(+é
(20/180) '&D’-‘ 8- 20 -l-‘é

Zeitins :"|8Q

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

Violay ,,In 20 Sekunden legt der Zug 180 m zurtick, dann fihrt er also mit einer Geschwindig-

keit von 9 . Das entspricht ca. 32 2. Er erreicht die Schranke folglich nach ca. 55 Stunden.
Das sind ca. 7 Minuten. VOWS schafft sie locker!*

Begriinden Sie, warum diese Schidtzung sehr ungenau ist und sich Jessika darauf lieber nicht
verlassen sollte.

Besimmen Sie die Geschwindigkeit, die der Zug nach 20 Sekunden erreicht, genauer und
18sen Sie Jessikas Problem.

TIPP: Um die Durchschnjttsgeschwindigkeit zu bestimmen, berechnet Viola den
Differenzenquotienten:  Differenz der y-Werte

Differenz der x-Werte

Cornelsen . St vaa
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- Il Schliisselkonzept: Ableitung -
Mittlere Anderungsrate - Dlﬁerenzenquotlent

1 Bestimmen Sie den Wert des Differenzenquotienten der Funktion f mit f(x) = %xz - 4 rechnerisch,

in Teilaufgabe a) auch grafisch
a) im Intervall [0; 2] " : b) im Intervall [-1; 1] ¢) im Intervall [-2; -1,9]

2 1 : /

Ergebnis: Ergebnis: Ergebnis: — 435

2 Griiner Tee wird mit 70°C heiRem Wasser aufgebriiht. Beim Abkihlen wurde die Temperatur gemessen.
: 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
70,0 60,6 52,8 46,7 41,5 373 34,0 313 293 275

a) Zeichnen Sie den Graphen. { Temperatur Tin °C
b) Die mittlere Anderungsrate der Funktion
Zeit t — Temperatur T fir den gesamten Messzeit-

(in 5). B

raum betrdgt —— = %
».,-- g R TOR S __60

¢) Die mittlere Anderungsrate ist negativ, weil {
—50
—40

d) Bestimmen Sie die mittleren Anderungsraten fiir
die ersten und letzten zwei Minuten rechnerisch _30
und mithilfe des Graphen.

7Teit tin min’|

; | 0 2 | 4 6.1 8 | 10|12 [ 14116

3 Bei der Fahrt mit einem Heifluftballon wird die Rokodl ol 4 L bt
ol . L Flughéhe hinm ,
aktuelle Hohe aufgezeichnet. i 7 : —
800 sl ba : = N
a) Die mittlere Steiggeschwindigkeit in den ersten - | TEROM NG B
[
10 Minuten betrigt _79 ki . Zwischen Minute 10 0 7T
i >4
und Minute 23,\ betragt die mittlere Steiggeschwin- '60[0 ﬂL ;/ N
digkeit 10 rw/:(»\, Der Ballon steigt also in dieser rsollc ; A
zweiten Zeitspanne : ,40{0 y \
wdll
b) Berechnen Sie die durchschnittlichen Sink- 307 Vi \
geschwindigkeiten von Minute 65 bis Minute 70 und | y \
von Minute 70 bis Minute 90. -2&0 {
= N -\ |
T D, | el \
- : — LA
T . Flugz|eitlt il:l min|

R0 - D ’ ! =11
- B _19 r,10__20__30_%40_ 50_1_60‘-704,80
| | 1 C | !

1 Schliisselkonzept: Ableitung 23
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s(8)= mL+6 = 40t + £ = Lot +350

550 -450 400 _
M="90 ~do - 10
= 40-40 +t é
b - 350
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[
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[
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14 02.45

Die Ableitung an einer bestimmten Stelle berechnen

1 Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f an der Stelle x,.
a) f(x) = 4x% xo=-1

- . f en)dl ) a( en)a( )
1. Schritt: Differenzenquotient aufstellen h = n
2. Schritt: Differenzenquotient umformen = R = ™

=~ h T h

3. Schritt: Grenzwert fiir h — 0 bestimmen = - fir h—0
Man erhalt fiir die Ableitung f'( )=
b) f(x)—;, Xo =2 o) f)=-x2-2; xg=-2
Man erhalt fiir die Ableitung f'( )= . Man erhalt fiir die Ableitung f'( )=

2 Wird eine Feuerwerksrakete senkrecht gestartet, so 7~gllt fiir ihre Hohe a (in m) in Abhéngigkeit von der
Zeit t (in s) ndherungsweise: a(t) = -5t2 + 40t. = -5 (£~ gt +46) +80 = _5(¢-4)*+ 80

a) Die mittlere Anderungsrate von a(t) im Zeitintervall [0; 2] ist die D W‘éd‘/"w éﬁchwmdlgkelt

der Rakete. Die lokale Anderungsrate a’(t) der Flughohe entspricht der .///Om ( &_é
zum Zeitpunkt t.

b) Die Durchschnittsgeschwindigkeit der Rakete E

betragt in den ersten 2 Sekunden und

in den nachsten 2 Sekunden
& c) Die Momentangeschwindigkeit der Rakete nach

2 Sekunden betrég’t

3 Ordnen Sie jedem Graphen die passende Funktionsgleichung y
zu. An welchen Stellen sind diese Funktionen nicht differenzier- 5
bar?
v ) 4
Schaubild ; ‘Funktion : Nicht differenzierbar in A
3
A [ x-2] -4 Xo= 2 ’
—T1CL
B |k+1] -4 Xo= —4- 27
B i
JX+2 Xo= -2 p 1
‘ X

| i
! [ |

05 -0 ¢ ]
) = 2 f/_<7 II Schiiisselkonzept: Ableitung 25
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Skalarprodukt
Unter dem Betrag eines Vektors d versteht man die Lange des zu d gehorenden Pfeiles. Der Betrag wird mit |d]|
bezeichnet. In der Ebene R? bzw. allgemein in R™ gelten fiir den Betrag folgende Darstellungen |d| = /a;% + a;?

bzw. |d| = \/2R., ai?. (Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras)

Fur den Betrag gelten folgende Eigenschaften

1. |d| = 0, insbesondere l6| =0.
2. |r-adl|=|r|-|alfiraller € R.
o la+ | <lal+ |B| (Dreiecks-Ungleichung , vgl. auch Analysis)
12
Beispiel: Der Betrag von @ = | —4 |ist |d| = /122 + (—4)? +3% = V144 + 16 +9 = V169 = 13.
3
Ubungen
1. Bestimmen Sie den Abstand der Punkte P(—6|—2|3) und Q(9]—2]11).
2. In welchen Féllen gilt fiir die Vektoren a, b die Gleichung |& + B| = |al+ |E| ?
3. Bestimmen Sie die fehlende Koordinate p; so, dass P(5/0|p3) vom Punkt Q(4|—-2]5) den Abstand 3 hat.
4. Welche besondere Form hat das Dreieck A(7|0] — 1), B(5|—3|—1) und Cc(4]0]1)?

Unter dem Winkel ¢ zwischen den Vektoren @ und b versteht man den
kleineren Winkel zwischen den Pfeilen der Vektoren. In dem folgenden Bild
ist @’ die Projektion des Vektors d auf den Vektor b. Fiir die Projektion gilt
imFall0 < ¢ <90°a’- |5| = |a|- |El - cos(¢). Das letzte Produkt wird
sich fir unsere Fragestellungen in diesem Kapital als nutzlich erweisen.

Projektion

Definition und Satz

Ist @ der Winkel zwischen den Vektoren @, b, so heit d - b = l|d|- |B| - cos (¢) das Skalarprodukt der Vektoren
a, b. (Bemerkung: Die Bezeichnung Skalarprodukt erinnert daran, dass dieses Produkt kein Vektor, sondern ein

Skalar, also hier eine reelle Zahl, ist.

Fiir 0° < @ < 90°ist das Skalarprodukt positiv, fiir ¢ = 90° ist das Skalarprodukt null und fiir 90° < @ < 180° ist
das Skalarprodukt negativ. Zwei Vektoren c'i,B (# 3) heiRen orthogonal (bzw. senkrecht), wenn ihr Skalarprodukt

gleich null ist, wir schreiben G1b = d-b=0.

Ubungen

1. Bestimmen Sie § - § fiir das Dreieck im
nebenstehenden Bild.
2. Bestimmen Sie die folgenden Skalarprodukte fiir die

Raute im nebenstehenden Bild:
PM-M@, PQ-PS, PQ-RS

3. Uberlegen Sie sich fiir eigene Vektoren die
entsprechenden Skalarprodukte.
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a=(CA-
- b5
2. (%)
-35
— —
@ -6- 2114 cos d
. —
X b= 2025+0442 25= 325

|&] = 2025+ 0 +425 =57
-
IZ) = J,ZO,Z§’+5’ZI§425+ l22s~ = 3,22

1 - CZ/Z&(@S<

32,5 )

( - (o/' 9, 35)
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X +gg =C Koowﬁ %om

Ebeve = Xa9= A+1 G480 pmm%m
@X+Z<T+cg = 0/ Koovﬁéi %OZM/}

@
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E . R s- <2) re C{)”(?}
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Aoz s;-3) £E
Ber 18 ¢ E

Gr2@)-(3) - (3

7 + 28 = §
3¢ - 4
ST « X

L + 25 = S



7 + 235 = §
3¢ - s =4
ST «+ & = 7
. 4+ 25 = &
z =41
— 74 ="1Y 8= 2

I ={c12)]

E - X(2,3) = <Z$)+ 7’<%)+5<935)

/

X =4+ 22+3

L4 7 =z =y
AT

= 2 = £ 922-2

X =+ 2(\1—2+6z~é= 2yr62 =7
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Ubungen zu Ebenengleichungen

3 2 3
1. Gegeben ist die Ebene E=X(r,s)=|0|+r-[1]|+s-]2]. Liegen die Punkte
2 7 5

A(813]14), B(1]1]0) und C(4|0]11) in der Ebene E?
Bestimmen Sie eine Zahl P so, dass der Punkt P(O] p| p) in der Ebene liegt.

2. Die Punkte A(0] 0]4),B(5]0]0) und C(0]|4|0) legen eine Ebene E fest.
Tragen Sie die Punkte in ein Koordinatensystem ein und skizzieren Sie einen
Ausschnitt der Ebene E. Geben Sie eine Parametergleichung von E an.

3. Gegeben sind drei Punkte A, B und C, die nicht auf einer gemeinsamen

Geraden liegen. lhre Ortsvektoren sind 8,b und &. Bestimmen Sie welche
Punkte der Ebene E=X=3+r- (b-3)+s- (G- a) festgelegt werden, durch die

Bedingung
a) r+s=1 b)r-s=0 c)0<r<1 d)0<r<1 A 0O<s<1

4. Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der XyX3 — Ebene.

5. Bestimmen Sie zu der Ebene E eine Gleichung in Normalenform

a) E=2-x;+3-x,+5-x3 =10 b) E=x,=-5
1 -2
6. Untersuchen Sie, ob die Gerade g=X=|0]|+r-| 1 parallel zu
2 1

E=xq+x5+Xx3=1ist.

7. Betrachten Sie die Ebene, durch den Mittelpunkt D G
des Wiirfels, die orthogonal zur Diagonalen OF ist. I

Stellen Sie die Ebene in Normalenform auf.

Begrunden Sie, dass die Ebene die Kanten des

Warfels, die sie schneidet, jeweils halbiert.
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a- f(z) (aeR)|a-f(z)

fla) £ g(x) f'(x) £ g'(2)

f(z)-g(x) f'(x)-g(x) + f(z)-g'(x
(@) (@) 9@) — (@) g (@)
9(x) 9% ()

fg(x)) f'(g9(x)) - g'(x)

1. x'=1
2 =D
3. (Cu) =Ccu
4. (u +v}, =u'+Vv’
5

. (u-v) =u"-v+u-v’

u u-v-u-v’
6. |=|="5
v v

4 (_u")l =k-u*t.u
el -2
8. {a“]’ =a"-Ina-u’
9. (e“), =e' .U’
10. (Inu), .
u
l

<<;M>M> =

)

v

" i
12.

13.

14.
16.

17,

18.

h-%(x))h

(sinu) =cosu-u’

(cosu) =-sinu-u’
(tgu) =——
cos’u
(ctgu) =-—=
sin’u
(arcsinu) = g
Vv1-u?
(arccosu) =- _
Ypg®
" . u
arctgu) =
e 19-4%
arcctgu| =-—
| g 1+u?

-%(x)

Yo Aon (XY - Cos ()
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Summenregel
Produktregel

Quotientenregel

Kettenregel
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%(X)’ (&t 4)-€°

%(;@— 2x - @+ xSt e “6<ZA<+><Z+//)“
3 6(><+£}

e (x+4) =0

X=-4

ﬁmz sl 4-X)
%’(K) - s (I- /<)2 — 2-Sx(L-Kx)= 5(1—@(1-3&)

%O«): (k-_f)z(mf)g

%l(/() = 2(x-1)(x+ 1)3 ¢ 3(%-1)2()“:/)2:
= (x-1)(x+1) (2(x+L) +3(x-4))=
= («-4)(Xx+ /,/)2(2)(1‘2 135 -3)
= (-2 )(x=4)" (5x-1)



