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An= an "2

,

n +

Beweis :

Sei E70 .

lanet-21 = 122-1-0==
#

=R
.

E
.

D
.

6) 2 = 18 Mo = (7) - 3 = 697 = 26
,
4 =
2 Folgeglieder
liegen außerhalb
einer Un(2).

c)an=1
,
431

Jede monotone und beschränkte Folge ist konvergent .

3

ant =

(h + 3)Ch+ -- -hCh = 1 -

n =27n (n + 2)
=

n2 + 2h

an < an (an)t

an+= = 1 (au) beschränkt nach unten

Also konvergent



A (1 ; 4 ; 2) B(1 ; 7; 8) (CAis i d)

g:(e) = (2) + 2((g)

(2) + z() = (5)

z(g) = (5) - (2)
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g : (2)

= a + 2 . i

h :

"

(x) = 0 + 3 . 5

i,
nein

Kolliniar ? ja
w

nein gin = o in kein Aliegtaus
~

schneiden windschief parallel identisch

sich

·

g : (2)
= (3) + 2(i)

h : (1) = (3) + s()

(n und sind Kolliniar
,
weil 2 .() = ()

(5) + z(2) = (3)
-(E) = (2) = 2 =1 gund h sind identisch

g

T

A



g : (2) = (E) + z(b) (1) = ( )

h : (s) = (= ) +s (1) = (-)

(2) + z(b) =( ) + v(E)
2() - s(E) = (=3))

2 - 28 = = 3

32 - 3 = - 4

22 - 3 = - 3

2 - 25 =
- 3

51 = 5

31 = 3
= 1 = 1

,
2 = - 1

= (2 - 1 ; 1)3

Der Schnittpunkt S(5; -5 ; 1)

g
:(2) = (3) + 2()

h : (1) = (5) + s(= )



Untersuchen Sie, ob eine Seite des Dreiecks ABC mit A(3;3;6), B(2;7;6), 
C(4;2;5) auf der Geraden g liegt, oder zu g parallel ist.

g
:*(2) = () +z)

g
: (z) = a + 2(t - a) =(2) = 25-

h : *(1) = a + 2 + s( -
[E

D

a

-

a + 2(b - a) = a + 5+ s(a - [E)

2(E-) - s( - 25) = E
->

ib - 2 - sa +
[st = j

(- z - s)+ (z +
(s) = 5

2+ s = 1

- 2 - 1 = 0

2 =3 3=

- D
.
59= 1 z = 2
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saus

N . N
7 kommt

p(x) = X(x - 1)(x -2) -2X von unten

X
*

x ,0
-

- +- X

-- 11 + +-
v

e
einfachullstelle

↑ dreifachVollstelle



To Nulletelle von p , peth hat n Nullstellen

p(x) = (x - x
, ) . g(x) , gETIur

= (X - x
, )(x - x) . z(x)

,

2ETa
-2

= ( - x
, )(x - x)(x - xg) : S(x)

,
SETn

- 3

= (x - x
, )(x - x) ..... (x - x) . a

,
aEIR

Linearfaktorzerlegung
p(x) = X5 - 5x + 8x - 8x + 7x - 3 = (3) = (1

,
3)

= (x -1)(x- yx+ 4x - 4x + 3) =

= (x - 1)(x - 1)(x)- 3x + x -3) =

x2+1
= (x - 1)(x -3)(x2+ 1)

ist irzeduzibel
1 -58 -87 - 3

1 - 1 -44 - 4 3

1 - Y y -

430
1 - 1 -31 - 3

1 -31 -30 1 3 1(2)
⑧ ·

3 - 30 3 (2) (1)

101 O

&



p(x) = 3x"+ 3x- C(x)- 3x + 18 =

= 3(x"+ x - 1x- x +6) =

= 3(x = 1)(x -2)(x + 1)(x - 3)

- 3

I - 1
11 - 7 -16

1 - 12 - 5 - 6

12 - 5 -60
2 - 28 6

1430
- 1 - - 1 - 3

130
~

- 3- -E

19

lim (3 . xY = +

X+ -x

3(x - 1)(x - 2)(x2+ 4x+ 3)

x2+ 4x + 3 = 0

x
,

=
-1xz =

- 3



Übungen zu Polynomen und dem Horner-Schema

1 Nullstellen von Polynomen

Geben Sie für die folgenden Polynome Nullstellen an und skizzieren Sie die Graphen qualitativ:
b) ) = – 9xa) ) = – 122 + 45
d) p(z) = 10–c) z)= 32 – 162 4 24z▇

2 Wertebereich von Polynomen

Bestimmen Sie den Wertebereich für die folgenden Polynome:

b) (z)= ▇ 182a) (z)= ▇ 14x+ 16

3 Horner-Schema

Berechnen Sie mit dem Horner-Schema alle reellen Nullsteller

b) (z)= – 32+▇ 22 –3a) ) = – 32 +2 – 32+ – 3

4 Vollständiges Horner-Scher
er-Schema n+1-mal an einer Stelle zo durchführen, so sprechenWenn wir für ein Polynom vom Grad n das Hornewir vom vollständigen Horner-Schema. Die Zahlen Ak, die rechts in jeder Zeile des vollständigen Horner-Schemas

stehen heißen Entwicklungskoeffizienten von p bei der Entwicklung um 2o. Es gilt dann
+.. + A + Apz) = An(z – o)"+ An– ▇ – ▇

Entwickeln Sie das Polynom p(z) =42 – 32 + +5 um 20 = 2.
(Probe durch Ausmultiplizieren)

Hinweis

Sie können die Aufgaben " per Hand" rechnen, falls Sie im Ergebnis unsicher sind, kontrollieren Sie Ihre Rechnung
mit einem CAS (z.B. MuPAD).

x(x)- 12x + y5) = x(x+ 3)(x -5)
I

&

(x -3)(x)+x+1)(x -3)(x"+ x + 1)



     1  0  0  0  0  0 -1
    1 -  1  1  1  1  1  1

1  1  1  1  1  1  0
   -1 - -1  0 -1  0 -1
       1  0   1  0  1  0

p(x) = x - 1
,

neN 20
.

01 .25

n = 3 : x - 1 = x + 0 .x + 0 . x - 1

p(1) 100 -1

P( -1)1 - 00 - 1

n = 4 : x - 1 = (x - 1)(x + 1)(x+ 1

icreduzibel

p(1)1000 - 1

p( - 1))
- 00 - 0

- 1

1000 = 1

1 - 1111

11110

- 1 -
-10 - 1

7010

7170

n = 1 x- 1 = ( - 1)(x + 1)(x +x + 1) +
x+ 64x + 107

x+ x - 1x - x + 6 = (x - 1)(x+ 1)(x2+ x - 6)

11 - 7 -16 = 0
-32

1 -1716 = 0 (- 1 ist eine Nullstelle)



11 - 7 -16

1 - 12 = 5 - 6

12 -5 -60

- 1 -
-1 -16

1160
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y(x - 2) - 3(x -2) + x = 2 + 5

Y -3(x- yx+4)
I

11

12

1331

3
4x - 12 . x2

. 2 + 12 . x . 2-

2 . y = 3x2+ 12x - k + x +3=

= 4x - 27x2+ 61x +35

p(x) = x
- 14x + 16

,

W = R
,
weil ungerader Exponent

b)p(x) = x- 184 +27 * y- 184 +27 = (4) - 184 + 81) + 27 - 21 =

= (u - 97 - 5y = (2 -g) - 547
-54
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p(x) = x5= 3x + x) - 3x+ x - 3 = (x -3)(x"+ x + 1)
izreduzibel

1 -31 -31 - 3

3 - 3 030 3

10 1 D 1 I

-

·
&

↑

x" + x + 1 = 0 *x = - x - 1
- --

-x - 1

p(x) = x + x + 1
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A(o「oi o) B(or8o)C(-18to)
D(6「oi0o)E(-341S)V(181o

P(-3l01o)Q(1ol)F-31Gs)
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23.01.2025Dezimalzahlen
,

b = 10
,

Z = 20
,
1

,..
93

45610 4 . 102 + 5. 10+ 6 . 19

Ze

Binärzahlen
,

b = 2
,

z = 50
,
13

ic'Ico

1010 = 2 + 2 = 8 +2 = 1010

p(2) = 1 .2 + 0 . 2 + 1 . 21 + 0 . 2

P(x) = 1 . 4 + 0 .x + 1 . x + 0 . 1

1010

28

111001011012 = 1837
,

IIII
270 = 11 01/2

27 = 13 . 2 + 1 1 11011
2 - 261226

⑬ = 6 . 2 + 1 I DB OBet
D = 3 . 2 +0

③ = 1 . 2 + 1 I Horner-Schema
T

D = 0 . 2 + 1I

enklidischer
[

Algorithmus



b = 10 Dezimalzahl z = 40
,
1

, ...,
93

b = 2 Binärzahl z = 50
, 13

6 = 16 Hexadezimalzahl z = 50
,

1
, ....

9
,
9

,
6
,
c
,deif

6 = z Oktalzahl z = 50
.

1
.. 73

526 = 82
52

16 - 80

80 82

1810 = 1216 RGB-Farbsystem
18 = 1 . 16 + 2

v ↓ ↓ X
zot grün blau

1 = 0 . 16 + 1

#sododo schwarz
6010 = 3216

#FFFFFF weiß
60 = 3 . 16 + 12(C)

3 = 0 . 16 + 3



bisher : Iim an

1x

X

X

Umgebung
X x x + xxx

n-
·

no
S

jetzt : limf(x

imof(x
lim * ~ lin= o

X-> D
~ lim == = -

X
↓ existiert X -> 0 -

D nicht

an = (14 . E + 0 - 1
,
z

,

- 5
,
4

,

- 5
,
6

...

3(x - 2)

f(x) = (33+2
=

(- 1)2(x +2)

x - 3x + 2 = (x -1)(x + 2)

10 - 32 x, = 1

1 - 11 - 2
Xz = -2

11 - 20

1 - 12

12 O

- 2 -- 2

10



im f(x)= #
Ef(x)= 3

= = -

07



Rationale Funktionen 27
.

01
.25

3x - 6 3(x - C)

f(x) =

x3- 3x + 2

=

(x - 1(2(x+ 2)

Df = IR-4 - 2
,
13

↓f(ximfalls
(Faktorisierung)

infim=
2

imflim

info
N = 323 Nullstelle von fi
S(0 ; -3) Schnittpunkt mit y-Achse

I
I

-
I

I

I

I limf(x)
I

I I
-21 I I -3 Y

waschenes ele

- I 1 -keine Nullstele
e

gibt I einfacerstelle
I

I -- 2

I falsch
I

I
-3 -

I
I

I
I

I

!



1
. Definitionsbereich (8) (zuerst faktorisieren)

2
.

Verhalten an den Def . Lücken

3. Verhalten im Unendlich

4
.

Nullstellen

5
. Schnittpunkt mit y-Achse

Übung : f(x===
8 = 1R -42

, 33

imfx=

infx=
↳

lif(x) =I

·keine Nullstellen
-------------Tube-----

S(0 ; 5) ·keitele X

↑ "



xo Def .

licke vonf , hebbare
imf(x) = a Lücke

"

imf(x)=
is

Polstelle

18 Polsteran
!

mit VZW.

Vorzeichenwechsel

Sprungstelle

!



28
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01
.
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für= 2

Nullstelle
(x-2)(3x+1) (-z)(3x+ 1)

-f(x) = 35x- =

5(x2 - y)
=

5(x- 2)(x+2)
:

D = IR15-2 : 23 =E 3 - 5 -2

2 - 62

inf 3? = = = f() 3x'1 O

linfI
fist in x = 2 durch

X = 2 ist eine hebbare Lücke passend ergänzbar
X =- ist eine Polstelle mit VZW I

3x- 5x - 2

in f(x) = 5
f(x) = S 5x2 - 20

,

x * 1 2

, x = 2

Sco;d
N(- E ; %

y
* 1

inf --- - -
- -

-------
-

= Fo

!
I I 1

- to
I >

7

i
! 2

- 1



f(x)= +s
= (36) :Es

linf(x)= 0
= IX

36 . 3

in g f(x) =

(2) . 12
=

- 4E = -

10 D -216

6- 636 216

1636 O
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Betrag und Skalarprodukt

( = 10 +21331

ig

(j) = x + y
3-
ayy = x + y + z

Eigenschaften des Betrages
Seien ä , zwei Vektoren

1) (a 1 = 0
,
(al = o (( = 5

2) 12. 1 = 121. Iâl

3) (+/ + 181 Dreidsungleichung



 

gleichschenkliges Dreieck

Beispiel
a = ( y) = 12 + 42 + 3) = 169 = 13

P( - 61 -2(3)Q(91 -2111)

(PÖ1 = (9 + 03+ 1 - 2 +2) + ( - 1) = 17
225 64

|+ Ö 1 = 1 + 2 . a) = ((1 + 2) - ) = (1 + c) . 1

| a | + 18 = 1 + (z . a) = || + (2) . (2) = (1 + 121) . 1

P(5 ; 0 ; z) &(4 ; -2 ; 5) IP =

(5- 42 + 22 + ( - 5)2 = 9

1 + y + z - 107 + 25 - 5 = 0

zu - 107 + 21 = 0

z = 7 zz = 3

A(z ; 0 ; -1) B(5; -3 ; -1) (luj0 ; 1)

Al =
13

IBCI =i

IÄl =B



%
tà

Projektion des Vektors
auf den Vektor ä
cosL=I = 11 . 18. cos La

Ibal = cos2 . 18
Wichtig.

lä · Ibal
=Lader

Vektorenund

E orthogonal
cos= j ( = senkrecht

,
1)

7
7

↓= arcos( a)

y

=(i) =

a = (ai) = a
, (b) + a

, (i)
= (e)" 7x

Ö = (3) = 6,, + bie

ä . E = (a ,
ei + a

, e) · (b ,
e + b

, e) =

= a
,bie + a

,
be+ ab, + abs =

u -
1 O D 1

= a
,
b

,
+ ab



(5) · (2) = 1 . 4 + 3 .2 = 4+ 6 = 10

= 19152060 =66

S

P R

Q



Für das Skalarprodukt existiert eine Koordinatentorm. ES giIt

à-B=(,)(b) = by+aba
bzw. allgemein

a b= bka *

Die Koordinatenform des Skalarproduktes ermöglicht es nun, die
Größe des Winkels zwischen zwei Vektoren aus ihren Koordinaten zu
berechnen.

is (2|46)
Übungen

1. Gegeben ist der Tetraeder ABS.Berechnen Sie den Winkel
.

D (U| |

es demi-()ms-16)Bestimmen Sie alle Ve

orthogonal sina.
A (46|0)

Hausaufgaben

1. Gegeben ist eine Gerade g durch die Punkte A (2)|-3|1) und B (105|15). Bestimmen Sie die Koordinaten
aller Punkte der Geraden g, die von A den Abstand 9 haben.
| zur Kontrolle: Einer der Punkte hat die Koordinaten P(6|1/8) J.

2 v (-1)2. Gegeben sind à =(116 und b =| 5 |. Bestimmen Sie eine Zahl rE R so, dass a – b bisist.
L9/ 2

Interpretieren Sie die Lage der Vektoren geometrisch.

3. Gegeben ist ein Dreieck ABC durch die Punkte A(–4|8), B (5| – 4) und C (7|10). Bestimmen Sie den
Fußpunkt F der Höhe h . (Unter dem Fußpunkt versteht man den Schnittpunkt des Lotes von Cauf die
Strecke AB.

Maße in m

4. Die nebenstehende Grafik zeigt die Anordnung
der Balken eines Daches.

a) wählen Sie ein geeignetes Koordinatensystem
und beschreiben Sie die Lage eines Sparrens
nd einer Windrispe durch einen Vektor.

b) Berechnen Sie die Länge einer Windrispe und 3,50)

die Größe des Winkels zwischen Sparren und pa Windriypen9,00Windrispe.



Skalarprodukt

Unter dem Betrag eines Vektors ä versteht man die Länge des zu à gehörenden Pfeiles. Der Betrag wird mit |ā|+ abezeichnet. In der Ebene R’ bzw. allgemein in R" gelten für den Betrag folgende Darstellungen Jā| = a,
bzw. Jā| = =1ag. (Verallgemeinerungdes Satzes von Pythagoras)
Für den Betrag gelten folgende Eigenschaften

1. |ă 0, insbesondere | = 0.
2. |r à| = |rl |ā| für alle r e R.
3. lā+ ä| + (Dreiecks-Ungleichung , vgl, auch Analysis)

*12
14 )ist |ā = /12 + = V 16+ = = 13.euisiel: Der Betrag vonä=1

Übungen

1. Bestimmen Sie den Abstand der Punkte P(–6|-2|3) und Q(9|–2|11).
2. In welchen Fällen gilt für die Vektoren ä,b die Gleichung |à+ = |ă|+ ?
3. Bestimmen Sie die fehlende Koordinate py s0, dass P(5 lp3) vom Punkt Q(4|–2|5) den Abstand 33 Nal.
4. Welche besondere Form hat das Dreieck A(7 – 1), B(5|-3| – 1) und C(4 1)?

Unter dem Winkel zwischen den Vektoren ā und b versteht man den
kleineren Winkel zwischen den Pfeilen der Vektoren. In dem folgenden Bild
ist a'die Projektion des Vektors à auf den Vektor b. Für die Projektion gilt
im Fall 0< <90%: a' 1 = |ä| cos( ). Das letzte Produkt wird
sich für unsere Fragestellungen in diesem Kapital als nützlich erweisen.

Definition und

ist op der Winkel zwischen den Vektoren ä,b, so heißt ä. := |ä| | cos ( ) das Skalarprodukt der Vektoren
,b. (Bemerkung: Die Bezeichnung Skalarprodukt erinnert daran, dass dieses Produkt kein Vektor, sondern ein
Skalar, also hier eine reelle Zahl, ist.

Für 0° <90° ist das Skalarprodukt positiv, für = 90º ist das Skalarprodukt null und für 90° 180° ist
das Skalarprodukt negativ. Zwei Vektoren ä, (# ) heißen orthogonal (bzw. senkrecht), wenn ihr Skalarprodukt
gleich null ist, wir schreiben ä 1b : à b= 0.

Übungen

Bestimmen Sieğ für d
nebenstehenden Bild.

2. Bestimmen Sie die folgenden Skalarprodukte für die
Raute im nebenstehenden Bild:

Po . RSPM Mo, P . ,
Überlegen Sie sich für eigene Vektoren die3.

entsprechenden Skalarprodukte.
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" hebbare Sprungstelle

I

Lücke a
I

<
o

im f(x) = a
&
im f(x) = S

ab

imf(x)

is
Polstelle

-7 Poletel
an

!
· Vorzeichenwechsel

mit VZW.

limf(x)= lim f(x) ==

( -- X -> XoI
( =b)

1
E

1
stetig ·imme

b > X > X ·
>

lim== 1 =f
e

lif(xim



yr
sin(x)

f(x) = Genfüre-
f(x)=

für x+6

①8 = 1R14 - 6 ; 63
- 432

②limf(x)=(F).= Fo (Pollstelle mit VEW.

imflebbare Lüc

③ Nullstellen : keine, o

4 Schnittpunkt S(0 ; -3)
mit der y-Achse

⑤ Verhalten im Unendlich

lim x3- 216 1 636

x +
172 - 2x

= Ix

-Rest
Asymptote

f(x) =

- E .

x
+6x

+3

y
=

- Ex



g heißt Asymptote auf
~ Y

wenn lin f(x)-g(x)
-

6

-

I

- is9 - 3

- 3- & wird immer
kleiner

- 4
,
5- konvergiert gegen

e

- 6-
I

f"

f(x) = x2 =xx+1)
= = x3+x+ x + 1 + x 1

I

x + 1

1
= x2+ 1+

10000 ~ (x- 1)(x+ 1)
zu

1 - 1111 Asymptote Rest
1 I 1 -D- 1 - -10 - 1

#
x

20
+ 11 0 Rest 1

lim
x - +
0(x) - (+ 1)) = ExE1 = 0

f(x) - g(x)



1
. Definitionsbereich (8) (zuerst faktorisieren)02 .

25

2
.

Verhalten an den Def . Lücken

3. Verhalten im Unendlich

4
.

Nullstellen

5. Schnittpunkt mit y-Achse

f(x) =1 xS x2+x+ 1
I + =

x+ x + 1 x2 + x + 1

(3+ x
+
+ x + 1) : (x++ x + 1) =0 + xx + 1

- (x3+ xx+ x) . x

x2 + x +1
= 0linf(x) -() = lin

y
= x toymp Asymptote an f

①x+ x+ 1 + 0 für x =
= IR

②-

③ limfa
⑨ Nullstellen : x = -1

⑤ S(0 ; 1)
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- 2

- 1
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f(x)== 2= )
= miz

① Af = IRä - [4]
x= 4 ist hebbare Lücke
t

&im
Die Funktion f an der Stelle- durch
↳ passendergänzt werdedie

③ lin x-
= lin = = 0

Die x-Achse (y
= x) ist Asymptote anffür x-o

⑨ keine Nullstelle

⑤ Sco ; t)
yn

-

* -

I

is + 66 17



f(x) =

*
-5x

+ 6
=

(x - 3( 2) = x 2=
①8 = 1R\[33

② him fox-linj=
gänzung

X-
Hebbare Lücke

③ S(0 ; 2)

⑨ Nullstelle xo=

⑤ Asymptste y
= x - 2

1Y

3-

2
-

1 -

I 2 ③ 45

I I Ii! 11 T
-

-

-2-

-)
-



f(x) = 1x5+ 6)
= (x

- 2
, für xz2 ,
x

2- x
, für 2x3

x" 5x+ 6

ij

G
-

2
-

-

I I I I

i'xI
- I

- I -

-

-

hin fix)=im 2x

imf(x) = lim(2-x

Xo = 3 ist eine Sprungstelle
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f(x) = arctan(
arctan ist eine Umkehrfunction zu tan

tan(x) = 0 (sein(x) =0 x = k ., ke
(2k -1)

Deflicke im tan(x) z cos(x) = 0 (=) x=

2

1y
ein 2 =_ Gegenkateine
cash = E
-Ankathee

-I !
tgl=

1

-
1 .

p: sind tan
P

D

tan(t)
1

sin(a)

2

tan coss

-- I

arctan
~ Y Tangente

< X

E



x = 1 ist eine

f(x) = artan (E) Sprungstelle
① By = IR. (413 (mit der Höhe T

Ein f(x) = artan ( 1) = arctan (10) = I

② fra = arctan (-1) =- S(0; -El)

④ Nullstellen:o einzige Nullstelle

⑤ Asymptote :

y
= für x , s

Ef(x = artan() = Limarctan
= arctan (1) = #
iY
Z - D

#-

!
I I >x

2

- F -

- E- D



= 1) .1 . cost

a : b = 0()( = 90,

à, EIR a: = a
,
b

,
+ a

, b,
+ abs

a.
↓ = arcos il . 18

1

-- 7

a = (2)
,

E
= () E a

I I >

a . = - 1 + 1 = 0 + L = 90

a = (5) = (E)
L = arcos (Es) = 45

ein (60=h=
300 300

I
h

1

cos(60)=
60 60

1

1
~

1
ein (45) = cos(45%=

145
%

45%
↳



a = (2)= (2)

↓=arcos() = 24, ge

ASB- ?

A(4 :60) Scruie) Brojaja

5Ä = (: )
SB = ( =3)

L = arcos(+3++32 +s) = 35
.

08.

= [ E teR)
a = (3)E = (9)

(3YT
- 4k

3240 = 4k

01 = y8 k

y
= 4z

3x + 8z + 4z = 0

x =-1=4z



Für das Skalarprodukt existiert eine Koordinatentorm. ES giIt

à-B=(,)(b) = by+aba
bzw. allgemein

a b= bka *

Die Koordinatenform des Skalarproduktes ermöglicht es nun, die
Größe des Winkels zwischen zwei Vektoren aus ihren Koordinaten zu
berechnen.

is (2|46)
Übungen

1. Gegeben ist der Tetraeder ABS.Berechnen Sie den Winkel
.

D (U| |

es demi-()ms-16)Bestimmen Sie alle Ve

orthogonal sina.
A (46|0)

Hausaufgaben

1. Gegeben ist eine Gerade g durch die Punkte A (2)|-3|1) und B (105|15). Bestimmen Sie die Koordinaten
aller Punkte der Geraden g, die von A den Abstand 9 haben.
| zur Kontrolle: Einer der Punkte hat die Koordinaten P(6|1/8) J.

2 v (-1)2. Gegeben sind à =(116 und b =| 5 |. Bestimmen Sie eine Zahl rE R so, dass a – b bisist.
L9/ 2

Interpretieren Sie die Lage der Vektoren geometrisch.

3. Gegeben ist ein Dreieck ABC durch die Punkte A(–4|8), B (5| – 4) und C (7|10). Bestimmen Sie den
Fußpunkt F der Höhe h . (Unter dem Fußpunkt versteht man den Schnittpunkt des Lotes von Cauf die
Strecke AB.

Maße in m

4. Die nebenstehende Grafik zeigt die Anordnung
der Balken eines Daches.

a) wählen Sie ein geeignetes Koordinatensystem
und beschreiben Sie die Lage eines Sparrens
nd einer Windrispe durch einen Vektor.

b) Berechnen Sie die Länge einer Windrispe und 3,50)

die Größe des Winkels zwischen Sparren und pa Windriypen9,00Windrispe.



A(2 ; - 3 ; 1) B110 ; 5; 15)

B = (= 2(

g:
+ z() =g

42 + y2 + z = g

gr= 9

2 =11
B

(3 + ) = ( %) A
(5) - ()=  1

a = (5)= (E)
à - 2

.

81

(a ,
= 2b

,
) . b

,
+ (az = 2b) . by + (a

3
- 2b,) . 6 = 0

a
,
6

,
- 264 + a

, 62 - 26i + a363 - 263 = 0

a
,
b

,

+ a
, b + 9363 = 262 + 262 + 263

z =

a
,
6

,
+ a

,6 + a36
=
2

62 + 62 + 65



Name:
Arbeitsblatt

Klasse: Datum: Mathematik

Ableitung und lokale Änderungsrate
Von mittleren zu lokalen Änderungen
Auftrag Noch eeinmal winken

Jessika hat ihren Freund zur Regionalbahn gebracht. Der Zug setzt sich in Bewegung und Jes-
sika steigt auf ihren Roller. „Ob ich ihm an der Schranke noch zuwinken kann?
Schätzen Sie anhand der folgenden Angaben, ob Jessika eine Chance hat:
Sie braucht in der Regel ca. 4 Minuten bis zur Schranke. Der Zug hat eine Beschleunigungs-
phase von 20 Sekunden. Danach fährt er mit gleichmäBiger Geschwindigkeit weiter. Bis zur
Schranke sind es auf der Bahnstrecke etwa 4 km. Während der Beschleunigungsphase ist die
Zeit-Weg.Fuktion des Zuges gegeben durch:
f(x) = 0,45 . .
r: Zeit in Sekunden
f(x): Weg in Metern

Weg in m
650-
600-

550
500-
450-
400.

konstantea350-
Geschwindigkeit300-

250-
200-

X(20|180)150 Beschleunigun8100-
50-

Zeit in s
()

Viola: „In 20 Sekunden legt der Zug 180 m zurtck, dann fährt er also mit einer Geschwindig.keit von 9 Das éntspricht ca. 32 Er erreicht die Schranke folglich nach ca Stunden.Das sind ca. 7 Minuten. Voilà, das schafft sie locker!“
Begrinden Sie, warum diese Schätzung sehr ungenau ist und sich Jessika darauf lieber nichtverlassen sollte.

Besimmen Sie die Geschwindigkeit, die der Zug nach 20 Sekunden erreicht, genauer undlösen Sie Jessikas Problem.

TIPP: Um die Durchschnittsgeschwindigkeit zu bestimmen, berechnet Viola den
Differenzenquotienten:Differenz der wet

Diferenz der X-Werte

Cornelsen
Seite l von 1E

Tangente
Sekante
t(x) = 18x+6
180 = 18 . 20 +6

6 = - 180
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Tangente-Momentangeschwindigee
sch

·

f(x) = 0
.
45x2

im 910im(0,
15x +-

f(x-f Differenzenquotiente
imf Ableitung/Differenzialquotiean

i dp, dx sind Differenziale
lim f(xoth)-f(x)
h -> 0

E him
0
,
45 (20+hi= 0

,
45. 202

h= 0
h

= lim 0
, 45(400 + yoh + h2 - 400

= 0
,
45 . (40 + 0) =

h ->0 h
=18



f(x) = x

↓(x) = limim (xxx +x 3.

lim( + 433=

+
= Lim

* +3xhthih
h

h = 0

= lim (3+shth)=

le
lin(x) - sin(x)

=
...

= cos(x)m
X - Xo

X -> Xo



10 : 20 Uhr 18C Minute o

10
. 02

.

2025

10 : 30 Uhr 20°C Minute 10

28 - 18
= T = 0

.210- 0

Differenzenquotient
Zwischen 10 : 20 Uhr und is : 30 Uhr ändert sich die

Temperatur um 0
,
2

°C pro Minute.
10 : 35 Uhr 22

10 : so Whe 14 %C



f = Ex- y

s(t) = m . t + b

m = =f- - 1
,
95



- 1
,
95

Sekante
4n

A
10 min

0508in



S(10 ; 450) P120 ; 550)

s(t) = m . t + b = 10t + b = 10t + 350

m = 550-4501 10

450 = 10 . 10 + 6

6 = 350

f(x) = E
,
t = 2

f()=limfthf(limh
=limhl
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= -5(t2- zt + 16) + 80 =
-5(t - 4)2 + 80

Durchschnitts
Momentangeschwindigkeit

| x- 2) - 1 Xo = C

| x+11 - 1 To = -1

X+ 2 Xo = - 2

un

Xi = 0
,
5x- Er



a(2) all) =-

I = 22 ; 4]

a(4)a(2) = 8062

f(x)=limmoth

f'(x) = i

f ist in RT differenzierbar

f(x) = 1x

f'(0 = limfhfahim I existiert niteweil :

him IhlimmA
Sim Ih =linh = lim-h -> 0

flo +) = 1

fl -) = - 1

f'ld nicht definiert



Skalarprodukt

Unter dem Betrag eines Vektors ä versteht man die Länge des zu à gehörenden Pfeiles. Der Betrag wird mit |ā|+ abezeichnet. In der Ebene R’ bzw. allgemein in R" gelten für den Betrag folgende Darstellungen Jā| = a,
bzw. Jā| = =1ag. (Verallgemeinerungdes Satzes von Pythagoras)
Für den Betrag gelten folgende Eigenschaften

1. |ă 0, insbesondere | = 0.
2. |r à| = |rl |ā| für alle r e R.
3. lā+ ä| + (Dreiecks-Ungleichung , vgl, auch Analysis)

*12
14 )ist |ā = /12 + = V 16+ = = 13.euisiel: Der Betrag vonä=1

Übungen

1. Bestimmen Sie den Abstand der Punkte P(–6|-2|3) und Q(9|–2|11).
2. In welchen Fällen gilt für die Vektoren ä,b die Gleichung |à+ = |ă|+ ?
3. Bestimmen Sie die fehlende Koordinate py s0, dass P(5 lp3) vom Punkt Q(4|–2|5) den Abstand 33 Nal.
4. Welche besondere Form hat das Dreieck A(7 – 1), B(5|-3| – 1) und C(4 1)?

Unter dem Winkel zwischen den Vektoren ā und b versteht man den
kleineren Winkel zwischen den Pfeilen der Vektoren. In dem folgenden Bild
ist a'die Projektion des Vektors à auf den Vektor b. Für die Projektion gilt
im Fall 0< <90%: a' 1 = |ä| cos( ). Das letzte Produkt wird
sich für unsere Fragestellungen in diesem Kapital als nützlich erweisen.

Definition und

ist op der Winkel zwischen den Vektoren ä,b, so heißt ä. := |ä| | cos ( ) das Skalarprodukt der Vektoren
,b. (Bemerkung: Die Bezeichnung Skalarprodukt erinnert daran, dass dieses Produkt kein Vektor, sondern ein
Skalar, also hier eine reelle Zahl, ist.

Für 0° <90° ist das Skalarprodukt positiv, für = 90º ist das Skalarprodukt null und für 90° 180° ist
das Skalarprodukt negativ. Zwei Vektoren ä, (# ) heißen orthogonal (bzw. senkrecht), wenn ihr Skalarprodukt
gleich null ist, wir schreiben ä 1b : à b= 0.

Übungen

Bestimmen Sieğ für d
nebenstehenden Bild.

2. Bestimmen Sie die folgenden Skalarprodukte für die
Raute im nebenstehenden Bild:

Po . RSPM Mo, P . ,
Überlegen Sie sich für eigene Vektoren die3.

entsprechenden Skalarprodukte.
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a = 26= e a-j
-2

.5

Suche zelR 28

-2.+ 5
( - 2 . E) .E = 0

:Ö - 2 . 5.E = 0

60 - 2 . 30 = 0

C
z = 2

ha

Ac-u ; 8) B25; - 4) (27; 10)
A F

B g

h

g
:(2) = (8) + 2)-)= - - = 0

h : = (s) = (10 + y(7 =
(jY)+ z(--) = (E) + s)(g)

(j) - (= ) = s() - 2(-)

s(() - z(- ) =
- (
=27)

92 - 123 = 11 I- 122 - 93 = 2

92 - 129 = 11 2 = 7
- 755 = 50 5 =

- E



=(5) = (vY) + 5. (- ) = (jY) + (-) = (i) F(-+ , 4)

h =F2 = (8) = 10

17

-y
First ↓ Sparen

"25
7,

25

3
,
5

B
4
,5

4
,5 Windrispe
i
-

A = (4
,
5; 0% 0) B = (4

,
5; 7, 25; 0)

( = 10: 0; 3, 5)

= =(
=(
· E = 11 . 18. cas J

2 . Ö = 20, 25 + 0+ 12
,
25 = 32

,
5

läl = 20
,
25+ 0 + 12

,
5 = 5

.
7

18 = 20
,
25 + 52

,

5625+ 12
,
25 = 9

,
22

↓ =
acces (19

,
22) = 51

,
8



Gerade : g :*(2)=+ z. Paramel-erform
ax + by = c Koordinatenform

Ebene :
E : *(2

,3= + 2. + s. Parameterform
ax+ by + cz = d Koordinatenform

1

All ; -1; 1) Bl15 i 1; e) (10 : 1 : 1)

E :*(2
,
b) = ( +2+

·

E:(
,
s) = (2)+ r(j) + s)-

A(7 ;5 ; -3) EE
B(7 ; 1 ; 8)eE

(2)+ 2(j) + s)- =
2 + 21 = 5

32 - 1 = 5

52 + 3 = - 4

2 + 25 = 5

- 71 =
- 10

- 95 =
- 29



(2)+ 2(j) + s(z = E
=
52 + 3 = 7

2 + 25 = 5
z = 1

- 71 =

= 14
S = 2

- 93 = - 18

= ((1
,
2)3

-

: * (2
,
b) = (E) + 2(b) + s(5)

X = 1 + 22+3

y = 1 + z => z = y
-1

z = 1 + Es => S = 2z - 2

x = 1 +

2y
- 2 + 67 - 6 =

2y
+67 = 7

X -

2y
- 62 = - 7



Übungen zu Ebenengleichungen

(3)
1. Gegeben ist die Ebene E=X( r, s) = 0| 2| Liegen die Punkte- S.

(2) 7) 5)

A(8|3|14),B(1|10) und |4▇ in der Ebene E?
Bestimmenin Sie eine Zahl p so, dass der Punkt P( Plp) in der Ebene liegt.

2. Die Punkte A( 4), (5▇ und c( ▇ legen eine EbeneE fest.
Tragen Sie die Punkte in ein Koordinatensystem ein und skizzieren Sie einen
Ausschnitt der Ebene E. Geben Sie eine Parametergleichung von E an.

3. Gegeben sind drei Punkte A, B und C, die nicht auf einer gemeinsamen
Geraden liegen. Ihre Ortsvektoren sind ä, b und č. Bestimmen Sie welche
Punkte der Ebene E= =ă+r. (b-a) +s.(- ) festgelegt werden, durch die
Bedingung
a) +S=1 b) r-S =0 c) 0 rs1 d) 0 1 0 s 1

4. Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der X2X3 – Ebene.

5. Bestimmen Sie zu der Ebene E eine Gleichung in Normalenform
a) E=2-X +3.X +5-X = 10 b) E=X2 = 5

6. Untersuchen Sie, ob die Gerade g= parallelzu
2)

E =Xy +X2 +X3 =1 ist.

7. Betrachten Sie die Ebene, durch den Mittelpunkt
des Würfels, die orthogonal zur Diagonalen dOF ist.
Stellen Sie die Ebene in Normalenform auf.
Begründen Sie, dass die Ebene die Kanten des M

Würfels, die sie schneidet, jeweils halbiert.
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Summenregel

Produktregel

Quotientenregel

Kettenregel

(f(x))) = n - f(x))" f(x)
(sin"(x)' = 4 . sin(x) . COS(X)



(f(x) + g(h))) =im f(xth) +gx+gl)

= him f(x+ h) =f(x) +g(x + h) - g(h) =

h= 0

= lim f(x+ h-f(x) + limg(xthg)-h= 0

= f(x) + g'(x)

(f(x) .g(x)) =lim fothsgixth-f(x)gx

= him g(x) . (f(x+ h) -f(x))+ (g(x+ h) -g(x)) . f(x + h)
=

h= 0

= limf(th-f(x) .

g(x) + limgthg .f.

= f'(x)g(x) + g(x)
.f'(x)

fu
fixthe,

gathegr
-



f(x) = (x2+ 1) - et

f'(x) = 2x . e
+

+ xet + e = et(2x +x+ 1) =

= e(x + 1)

ex(x + 1)2 = 0

X = - 1

f(x) = 5x(1 - x))

f'(x) = 5(1 - x) - 2 . 5x(1 - x) = 5(1 - t)(1 - 3x)

f(x) = (x - 1) (x +1)

f(x) = 2(x - 1)(x+ 1) + 3(x-1)(x + 1) =

= (x- 1)(x +1)(2(x + 1) + 3(x - 1)) =

= (x - 1)(x + 1)(2x + 2 +3x -3) =

= (x -1)(x+ 1) (5x-1) = 0

x
,

= 1 (einfach
xz = -1 (doppelt
xy = 0

,
2


