






Aussage ist math. oder sprachliche Formulierung, die wahr (w) oder falsch (f) 
ist.

äquivalent / die Äquivalent: A <=> B
Implikation: A => B / B => A

Mit
A: es regnet
B: die Straße ist nass

A=>B w, B=>A f

Wenn zwei Aussagen nicht äquivalent sind: </=>

Nullstelle f(x0) = 0

An B und

AvB oder

7 A nicht

b· ·



Arbeitsblatt

1. Mathematik und Sprache

„Auch ein mathematischer Text ist ein Text in deutscher Sprache."
(A. Beutelspacher, Das ist o.B.d.A. trivial, Vieweg-Verlag, 1991)

Welche der folgenden Aussagen sind äquivalent? (Kreuzen Sie an)

0 Es gibt eine Nullstelle.
Es gibt genau eine Nullstelle.
Es gibt mindestens eine Nullstelle.

2.Was unterscheidet Mathematik von den Naturwissenschaften?

DISKuteren 1 aleSe TayeanmanIuu ▇

folgenden Fragestellung:

Ein Schachbrett hat 8 =64 Felder. Nimmt man
zweigegenüberliegende Eckfelder weg, bleiben 62
Felder übrig. Kann man 31 Dominosteine, die jeweils die
Größe zweier Felder haben, so legen, dass sie das
unvollständige Schachbrett ganz abdecken? (s. Abb.)
Literatur:

Blum, Was ist was (Bd. 12), Mathematik, Tessloff-Verlag,W. B
2001.

. Aussagen und Aussageformen
Eine Aussage ist eine sinnvolle sprachliche Äußerung, die entweder wahr oder falsch
ist. Eine Aussageform ist eine Aussage, die mindestens eine Variable enthält und die
zur Aussage wird, wenn man für die Variable eine Zahl aus einer Grundmenge
einsetzt.

a) Was sind Aussagen?
Guten Morgen = Mein Name ist Peter Kubach

MathematikerundAstronomAugustb) Der

Ferdinand Möbius (1790 - 1868) entdeckte eine
Fläche, die nur eine Seite hat. Das nach ihm
benannte Möbiusband (siehe Bild) findet man zum
Beispielin der Biochemie, wo DNA-Stränge
(Nucleinsäuren) so aufgebaut sind.

= Jedes Objekt hat eine Vorder- und Rückseite

B= A

* Ac=(



Geometrischer Beweis

Es sei m √2 = n , wobei m:n die kleinstmöglichen Zahlen sind, die keine gemeinsamen Teiler haben. 
Dann ist 2n2= m2, d.h. der Flächeninhalt eines Quadrats mit der Seite m ist gleich der Summe der 
Flächeninhalte von zwei Quadraten mit der Seite n. Legt man die kleineren Quadrate in die 
gegenüberliegenden Ecken des großen Quadrats, so ergibt ihr Schnittpunkt ein neues Quadrat mit der 
Seitenlänge m - 2(m - n) = 2n - m. Die unbedeckten Teile des Quadrats sind ebenfalls Quadrate mit der 
Seitenlänge m - n. Aus der Gleichheit des Flächeninhalts des Quadrats mit der Seite m und der Summe 
der Quadrate mit der Seite n ergibt sich, dass der Flächeninhalt des Bereichs der Ebene, in dem sich die 
Quadrate überschneiden, gleich dem Flächeninhalt der nicht abgedeckten Flächen im Inneren des 
Quadrats ist, d. h. (2n - m)2= 2(m - n)^2. Daraus folgt, dass √2 = (2n - m) : (m - n). Das heißt, die 
Zahl √2 lässt sich als das Verhältnis von ganzen Zahlen darstellen, die kleiner sind als m und n, die 
bereits die kleinsten waren! Wir haben einen Widerspruch.

Algebraischer Beweis

Wenn √2 als Bruch ausgedrückt werden kann, dann können wir ihn als das Verhältnis der natürlichen 
Zahlen a und b schreiben, nämlich √2 = a:b , wobei a und b keine gemeinsamen Faktoren haben (d.h. 
der Bruch ist irreduzibel).

Wir multiplizieren die Gleichheit mit b und quadrieren ihre beiden Teile.
Wir erhalten 2b^2= a^2.

Da der linke Teil der Gleichung gerade ist, muss a^2 durch 2 teilbar sein, und das ist nur möglich, 
wenn a gerade ist.
Wenn a gerade ist, können wir es als a = 2c darstellen.
Aber dann ist 2b^2= 4c^2, was bedeutet, dass b^2= 2c^2 ist, was wiederum bedeutet, dass b gerade 
ist.
Wir haben also herausgefunden, dass a und b gerade Zahlen sind, aber das widerspricht der Aussage, 
dass der Bruch a:b nicht reduzierbar ist.
Dieser Widerspruch beweist, dass es unmöglich ist, √2 als Bruch darzustellen.



22.08.2024Herr Weigelt

Silke 5 Überlandfahren 4 Nachtfahren 280€
Tanja 6 / 5 / 380€
Mark 6 / 4 / 310€

xü: Preis für eine Überlandfahrt
xn: Preis für eine Nachtfahrt

Silke: 5xü + 4xn = 280
Tanja: 6xü + 5xn = 380
Mark: 6xü + 4xn = 310

Mark - Silke: xü = 310-280 = 30
Mark: 5 * 30 + 4xn = 280; 150 + 4xn = 280; 4xn = 130; xn=32.5

Tanja: 6 * 30 + 5 * 32.5 = 342.5

Man nennt dies ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit drei Gleichungen und 
zwei Unbekannten.
Gleichungen der Form «a1x1+a2x2+…+anxn=b» heißen lineare Gleichungen, 
da die Variablen nur in der ersten Potenz vorkommen.

x – Unbekannte
a – Koeffizient
b – 

Die Lösung des LGS bezeichnet man als N-Tupel (x1, x2, …, xn).
Eine Lösung muss alle Gleichungen erfüllen.

Beispiel:
1) x1 - 2x3 = -4
2) 2x1 = 4
3) x1 - x2 = -3
4) 4x1 - x2 - 2x3 = 1

x1 = 2
x2 = -(-3 - 2) = 5
x3 = (-4 - 2) / -2 = 3
Eine Lösung fir die Gleichungen 1, 2 und 3: (x1, x2, x3) = (2, 5, 3)

Wir prüfen unsere Lösung in 4:
4 * 2 - 5 - 2 * 3 = 1
8 - 5 - 6 = 1
-3 ≠ 1

Das LGS 1, 2, 3, 4 L =0



Beispiel 2

x - erste Ziffer, y - zweite Ziffer, z - dritte Ziffer

x + y + z = 7
y = 2z

x + 3z = 7
z < 5
z = 0, 1, 2, 3, 4
x = 7, 4, 1, /, /
y = 0, 2, 4, 6, 8

z > 2 ist x < 0

700, 421, 142

&) f - 3xs
,
2xs

,
Xs)

=2700,
142

, 421]



Übungen zu Linearen Gleichungssystemen (L 5)

1. Bestimmen Sie alle dreistelligen Zahlen mit den verlangten Eigenschaften

a. Die erste Ziffer ist um 4 größer als die letzte, und die Summe der beiden
ersten Zifferm ist 9.

b. Die Summe der beiden letzten Ziffem ist 7 und die erste Ziffer ist doppelt so
großß, wie die zweite.

2. Gegeben sind zwei Punkte A und B. Die durch A und B gehende Gerade, soll durch
eine Gleichung der Form y = a-X+bbeschrieben werden. Stellen Sie ein LGS für die
K effizienten a und bauf und bestimmen Sie die Geradengleichung

A (6 |-3) und B (6|6)A (3|5) und B (-2 |7) b.

Zeigen Sie, dass das lineare Gleichungssystem keine Lösung hat3.

2+Xy +X2.2 2 +X31 —

2 .X -3 +X3 62 . X + X2
b.

2 - X3

X3X2 +X3

Ein Vater und seine beiden Söhne sind zusammen 100 Jahre alt. Der Vater ist4.
doppelt so alt, wie der ältere Sohn und 30 Jahre älter, wie der jüngere Sohn.

5. Lösen Sie das lineare Gleichungssystem mit dem Gauß-Verfahren

2+X –4 X + 5 X3 5– X + 7.X2 – X3

3 +3 X2 +7 X3 = 13 4 X X2+X3=
X - 2 X2 -3 X3 * X3

-2 .X2 +3 X3 + 4 x4 = 8
2 +X —-3 X2 +4.X3 –3 X4 = 3 Lösung mit einem Computer

3 X2 +4 X3 X4 = 3 (Computeralgebrasystem MuPAD
3+X2 + X3 +X4 solve((x+3*y=l, X-4*y=0), (x, yl)

(|= = )Die rechte Seite des Gleichungssystems hängt6.
von r ab. Bestimmen Sie die Lösung in
Abhängigkeit von r plot (

plot::Implicit2d(x+3*y=1,
.1, y=-1. .1),*X +3 X2 plot:: Implicit2d (x-4 *y=0,
1.. 1.v=-1..1)3X +X2

3 X + 2 X2+ X3

2 .X + X2 + X3
2 X3

2-X +3 X2

x 123456789
y-1/2/3/4/
z/6/5/4/3/

750
, 541

,
632

,
723

,
814

,
985

y+ z= 7

x = 2yy=z
216

,
425

,
634

,
843

1
,
2

5 = 3a +b

F =
-2a + 6

y=

- a
,
4x+ 3

,
y =
- 0

,75x + 3
-2 = 59

a== 35 = -0
,
4

Xz = 0 X
,
=

-1
,
5

*2
= /

- 3 - 9 + 1 = -1186 b = 3
,
8

X
,

= 0 Xz= 3

1 + 072 - 3 = 6a + b

6 =

- 6a+ b

a + b + c = 10926 +6 + 26 - 30:10056 =706 = a=
g = - 12a

a = 26
a = 30 + C 30 + 2= 20 C = 20 - 30 C = a== p = - =-

0
,
75

b =
- 3+ E =

18

=-
3 + i

=

= 5



23.08.2024Der Betrag einer Zahl xzR ,
ist das Abstand

,

den x zu Hall hat.

X wenn x20
x: = Ex

,

I

wenn O

1x178

1x1 = 0 E) X= 0

| x . y|
=|x| . (y)

|x +y | = |x | + 1y |

1x-2154
,
xER

Wir lösen die Betrags-Uge durch Fallunterscheidung .

Fall 1 sei x12 30;11 Offenes Interval
|x -2) = x -274E) X76

4 = ExtR : x=63 = [6 ;0 Halbabgeschlossenes Interval

Falle seix
(x -21 = 2 - xz4E)Xx -2

4= J-
,

-2]

Also gilt1 = T -0;t] U16; 2 = & >2; 62



1x-2174

1 Y

M F

1-

/11/////////////////
: I'l

~in, /111111111//x⑪

-26

|x - 1) + | x-2143



26.08.2024

Wir lösen die Betragsungleichung durch Fallunterscheidung

Fall 1 sei x<1
1-x+2-x=3-2x<=3 -2x<=0 x>=0 L_1 = [0, 1[

Fall 2 sei 1<=x<2 
x-1+2-x=1<=3 (wahr) L_2 = [1, 2[

Fall 3 sei x>=2
x-1+x-2=2x-3<=3 2x<=6 x<=3 L_3 = [2, 3]

Also gilt, L = [0, 3]

Vereinigungsmenge

Schnittmenge

|x-1|+|x-2|<=3
<=> |x-1|<=3-|x-2|

|x-1|+|x-2|={3-2x x < 1
1. 1 <= x < 2

2x-3 x >= 2

U

M

1y

2-

i

my -

3-

2-

unter x

Mapel

Scifaca Mupnd



|x-2|-|4-x|>2

4-x>0
x-4<=0 

x<=4

Frau Schierz

Die Lösungsmenge ist leer. 

1x-21 > 2+ 14 -x/

1y

5-

7 -

-

2 - &

1 -

· !I



Übungen
1. Beschreiben Sie in Worten

]0,1[

fx E R x>0}

2. Beschreiben Sie mit Symbolen

„Das abgeschlossene Intervall von -3 bis 2"

„Die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen"“

3. Lösen Sie mit Fallunterscheidung und graphisch |x – 2| 3,▇ R

Das offene Interval von 0 bis 1.

[-3, 2]

Die Menge der positiven reellen Zahlen

Wir lösen die Betragsungleichung 
durch Fallunterscheidung

Fall 1 sei x<2
2-x<=3
x>=-1
L_1 = [-1, 2[

Fall 2 sei x>=2
x-2<=3
x<=5
L_2 = [2, 5]

Also gilt, L = [-1, 5]

26.08.2024



4. Lösen Sie graphisch und
rechnerisch

| – 1| – |x+ 1 1

|x-1|<=1+|x+1|

4 = [0 .

5
,
%[

1x- 11 - 1x+111 - I

Wir lösen die Betragsungleichung durch die Fallunterscheidung .

Fall 1 seix1
- (x - 1) + x +12

- x + 1 + x +111

211

Fall 2 sei -1x1 Fall 3 sei -1

X - 1 - X -11
- (x - 1) - x - 15)

-21
1 -x - X - 11

-2x4/

X5
- 0

,
5 Also gilt 4 = 20,

50



|x-1|, |x+1|

x<-1, -1<=x<1, x>=1

|x-1|-|x+1|<=1

fall 1 sei x < -1
1-x-(-1-x)

fall 2 sei -1<=x<1
1-x-(x+1)

fall 3 sei x>=1
x-1-(x+1)

die Lösungsmenge ist ein 
halbabgeschlossenes Interval von 
minus einhalb bis Unendlichkeit 
([-0.5, ∞[)

]0,1] halboffenes
[0, 1[ halbgeschlossenes
[0,1] geschlossenes
]0,1[ offenes

29.08.2024

Stückweise definierte Funktion

|x-2|-2|x|<=-1
|x-2|<=2|x|+1

5^n+7 ist durch 4 teilbar

| x -1) - k + 11 = Gefallex
- 1

falls - 12XA
-2

, falls x211]

2 -

"
=

-

1 =
- Ein

I · I 3x
-1 - 20 I

- 1-

-2-

1y

).2 _ z D > X



Zeilenstufenform

erweiterte 
Koeffizientenmatrix obere 
Dreiecksmatrix

* beliebeges 
verschiedenen Zahlen ≠ 0

( * * * | * ) ( * * * | * )        (  )
( * * * | * )  --> ( 0 * * | * ) -->  (  )
( * * * | * ) ( 0 * * | * )        (  )

Gauß-Elimationsverfahren
C.F. Gauß (1777 — 1855; 78)

Folgende elementaren Umformungen ändern die Lösungsmenge nicht:
• Vertauschen von Gleichungen (Zeilen)
• Multiplizieren einer Gleichung mit einem Faktor ≠ 0
• Eine Gleichung durch die Summe eines Vielfachen (Faktor) einer 

anderen Gleichung ersetzen

Vielfachen — ein Faktor ungleich 0

* *- **

0 * * A

00X



3 6 -2 | -4
3 2 1 | 0
3/2 5 -5 | -9

3 6 -2 | -4
0 -4 3 | 4
0 2 -4 | 7

-1 -0.5

3 6 -2 | -4
0 -4 3 | 4
0 0 -5 | 10

2

+

↳

O

Q



02.09.2024

y=ax+b linear
y=ax^2+bx+c quadratischer Term

y=x^2+4x+4= (x+2)^2+0, S(-2|0)
=a(x-d)^2+e, S(d|e)

y=x^2+4x+6=x^2+4x+4+2=(x+2)^2+2, S(-2|2)

y=x^2+6x+10=x^2+6x+9-9+10=(x+3)^2+1, S(-3|1)
D=b^2-4ac=36-40<0

y=x^2+3x+2
=x^2+3x+9/4-9/4+2
=(x+3/2)^2-1/4, S(-3/2|-1/4)

y=2x^2+4x-3
=2(x^2+2x+1)-3-2
=2(x+1)^2-5, S(-1|-5)

y=5x^2+3x-7
=5(x^2+3/5x+9/100)-7-9/20
=5(x+3/10)^2-149/20, S(-3/10|-149/20)

14

-I X

1]

- 1

- 3

1]

3
-



03.09.2024
y=1/3x^2+1/3x-2=
=1/3(x^2+x+1/4)-1/12-2
=1/3(x+1/2)^2-2\1/12
S(-1/2|-2\1/12)

y=-x^2+3x-2
=-(x^2-3x+9/4)-2+9/4
=-(x-3/2)^2+1/4
S(3/2|1/4)

x^2 - 3x + 9/4
(x-b)^2 = x^2 - 2xb + b^2

2b=3
b=3/2
b^2=9/4

ax^2+bc+c=0

(quadratische Ergänzung)
<=> a(x^2+bx/a+ ) +c

abc-Formel

Scheitelpunkt



x=2 L = {2}
x^2=4 L={-2,2}
x^2=4 | √
|x|=√x^2=√4=2
x_1=2, x_2=-2
x^2=4
x=+-√4=+-2

abc-Formel

pq-Formel

1

A

>
S



Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen

1 Beschriften Sie zusammengehörende Kärtchen mit denselben Buchstaben. Erganzen Sie die fenenuen
Nullstellen.

▇-1; %=1 *2 -y s-t)

tI Nullstellen: X=0;

Hallstellen: "1; "(= t- Lkeine Nulstellen
v-Ivs- -ye x *

y" tri isor ve(t
| Nullstelle: X= -6x 5

2 Lesen Sie die Koordinaten des Scheitels ab und 3 Wie lautet die Gleichung der Funktion in Nor.
geben Sie die Funktionsgleichung des Graphen alform, deren Graph aus dem der Normalparabel
ipp: Achten Sie auch auf eine mögliche Streckung entsteht, indem man diesen

a) um 7Einheiten nach unten verschiebt?der Parahel

f(X) =

b) um 2,5 Einheiten nach links verschiebt?

f(X) *=

) um}Einheiten nach links und f Einheiten nach
oben verschiebt? f(x) =

d) an der XAchse spiegelt, und der die x-Achse nur

bei x= 4,2 berührt? f( ) =

a) S(

b) S(

c) S(

d) S(

e) S(

4 Bestimmen Sie die Lösungen der Gleichung.
a) f - 25 =0 b) 2x + 4x = 0 c) + 3X - 10 =(

, 2 "
= = X, ' = X ==

) + 2x+ 10 =0e) -4x+8- 0d) 6(x – 4)(x + 4) =0

4

A 2 F

Ap - 2 E

2 B
p E

F B A B

E
↓ C

x2-7

( +2
,
5 = x + 12

,
5x + 6

,
25

( +z(2+ 5 = x+7 ++
z

+ 5 =

12 + 25
=

=xx + 75

=*
*- 8

,
4x+ 17

,
64 - = 4

,
2

b = - 8
,
4

D 2 -x+2 x 8
,
4x + c = 0

0 -1 *x*
- A c =2

,
4x -x2

2

2 1 (X -2)+1 c = 8
,
4 . 4

,
2 - 4

,
2

c = 2 . 4,2-4
,
2=

-20 (X+2)2 = 4.2= 17
,
64

-12 (x+17+2

x= 25 . 4 = 100
x+ 2x = 0 +1

10 - 10 D - 2 - 5 2

Y x- 8x+16= 0 *+ 6x + 60 = 0

- 4 0= 64 - 4 .16 = 0 D= 36 - 4. 600

X = 5 = 4



2

S

a(y, 2) +b(7, 2) +2= 0

8- ya2 = 1

4
,
22+ 4

,
26 + 1 =0

6- yc = 1

6-42

17
,
64 +4+ 2 = >

4,2y = - (17
,
64 +2)

- (17
,
64+ 4
= 4

,
1

I + yc =[
311

,
1696 + 35

,
282 + 22

1 + 42 =

17
,
64

17
,

64 + 78
,
562 : 311

,
1696 + 35

,
282 +2

22 - 35
,
282 + 293

,
5296 = 8

0= 70
,
56

35,28 6
C = 2

2 = 13
,
44 6

.
=4 . 13

,
44 = 7

,
4

2 = 21
,
87 82 = 9

,
4

x+ 7
,
4x + 13

,
44

x + g
,
4x + 21

,
84



04.09.2024
A={1,1,1}
B={1}
A=B

C={1,2}
D={2,1}
C=D, aber [1,2]≠[2,1]

Tripel (x,y,z)
(1,2,3)

L={(1,1,1)}

3x -

2xz
- Xg = -2 3x -

2xz
- Xz = -2

xz - xz = 1
xz - xz = 1

6x
,

- 4x - 2xz = - 4 <
6x

,

- 4x - 2xz = - 3

3x, -2x
-

X3 = -2
3x, -2x

-

X3 = -2

x2 -

xz
= 1

x2 -

xz
= 1

D = D
D = 1

D . Xz = 0 (w)

seis beliebig
0 = 1(f)

sei x = t
,

teR
= D

dann ist xz = t + 1

3x, = -2 +2t + 2 + t = 3t = x = t

= [(t, t +1
, t) : teR)

= ((0 ,
1

,
a) + t(1

,
1

,
1) : t ER3



X
,

+ X2 + Xz =2 - LGS
mu

1 112 ↑ZeitnUnbekannten/spalten
zuerst später

sei Xs = s
,

stR
sei x = t

,

teR WZeilen zuerst, Spalten später

X
,
= 2- s-t

L = [(2-s-t
,

S
,
t) : stR : teR3

= 2(2
,
0

,
0) + 3(- 1

,
1

,
0) + t( - 1

,
0
,1) : s

,

t ER]

Dimension
Dim4=1 ( =((0 ,

1
,
a) + t(1

,
1

,
1) : t ER3

Dim I= 2 = 2 (2
,
0

,
0) + s(- 1

,
7

,
0) + +(- 1

,
0
,1) : s

,

t ER]



parameter- 3x3-LGS
X - xz + 54 = 1 - abhängig
3x - 2 . Xy = 0 2-Parameter (2ER)

3x - 3x + 25xz = 2+2

1 -151 ⑬

03 - 20

3 -322 +2

1 -131

D 3 - 20

O S 2-22- 1

1

* = E = =20271

xc = 3 - 2 - E = 3 - 1 =2

X
,

=



ax+ bx + c Allgemeine Form 05
.

09
.

24

x + px + g Normalform

a(x-di + e Scheitelform
a (x-x

, )(x-x2) Faktorisierte Form

4) a =1 S(- 4
,
51-1

,
25)

- 8 = - 4
,
5

6 = 9



-1X , 6 - x

S = 6- 2 . (5 6 . (6 -x) - E =

X
-

= 6- 36 + 6x - E =E+ 6x =

-*+ 1x
= 1x

6 2

6 - x = 18 Vermutung Fmax = 18m
6

0 xx6

- ((x)-12x+ 36) + 18 = - E(x - 64+ 18

Xmax Fax

Mo - Ex+ 6x = 0

- Ex(x - 12) = 0

x, = 1xz = 12

↓

Amax==

- t . 6(6 -12)= - 6 . (-6) = 36

a+ x = 100

a x- max ? =2500

a= 100 - X

100x - x2

X = 100 Xz = 0

↓
Xmax = 50

& max
=50



L. Ganzrationale Funktionen42

Test

Lineare und quadratische Funktionen

Bestinmmen Sie die Gleichung der Geraden Í durch die Punkie A(3|1) und B55).
Liegt der Punkt c(–1.6) ebenfalls auf dem Gtaphen von f?
Wo schneidet der Graph vonfdie Koordinatenachsenl

2. Gegeben seien die Geaden f(x) 2x 3 und g ) 3x –2,5
Begründen Sie ohme Rechnang, diss die Graphen yon í mud g mch ehne
Berechnen Sie anschlieend den Schmitipakt

3. Gegeben ist das Dreieck ABC mit A(21), B1 5) ugu C3165)
a) Berechnen Sie die Sestenlängen des Drmiccks ABC.
b) Bestimmen Sie die Länge der Höhe lie zeichnerisch ed rechmerisch

4. Die Normalparbel wied so verschoben, dass thr Scheitel bei SE-4,st- 1,25) llegı
Wie lautet die Parabalglcichug

5. Bestimmen Sie die Scheitelpuksiria von i( ) = –Gx+.1 und gebeu Sie den Scheitel
an.

6. Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion f( ) =2x – 6x –56.

7. Gegeben seien die Funktionen f( ) =x –4x+ 14 und g( ) =2x+4.
Untersuchen Sie, welche Lage die Gerade g relativ zur Parabel feinnimmt.
Bestimmen Sie ggf. die Schnittpunkte.

8. Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel f, die durch die Punkte A(1|6), B(–1|2) und
c(2|13) geht.

9. Einem Quadrat mit der Seitenlänge 6 m soll ein gleich-
schenkliges Dreieck so einbeschrieben werden, dass eine sei-
ner Ecken mit einer Quadratecke zusammenfällt. Wie lang
sind die Seiten des Dreiecks zu wählen, damit sein Flächensin

inhalt maximal wird

Lösungen unter 042-1



09.09.2024
Zaun 100m
Suche: maximalen Bereich für die Pferde

X X 27+ y = 100
y = 100 -2x

Y 4.y
= x (100 -(x) = 100x-2x

100x -2x = -2(x250x +625) + 1250 = - 2(x-259+1250S(25 ; 1250)
↓ ↓

100x -2x2 = 0 X = 25 Amat Fax

2x(50 - x) = 0 y =75

X
,
= 0 x = 50

X X X
3x +y = 100

y = 100 - 3x

Y
* (100 - 3x) = 100x -3x = -3(x2- 1x + 109 + 250

100x-3x2= 0 = - 3(x - 202 + 2500

x(100 - 3x) = 0 S(0
X ,

= 0 x= oder

X= S(16,
5; 833

,
5)

y = 50



Voraussetzung für die volle Punktzahl ist eine nachvollziehbare Lösung mit den
erforderlichen Rechnungen und Zwischenschritten!

Aufgabe 1:

Auf einer Wiese sollen an einem Fluss wie nebenstehend drei gleich große rechteckige

Stücke eingezäunt werden. Insgesamt stehen 80m Maschendraht zur Verfügung.

(a) Wie groß ist die Fläche, wenn die zum Fluss parallele
Zaunseite eine Länge von 18 m haben soll?

(b) Wie sind die Seitenlängen zu wählen, damit die Fläche
maximal wird? welcher maximale Flächeninhalt ergibt
sich?

Aufgabe 2:
Der Freizeitpark Kreiselgau hat durchschnittlich 960 Be-
sucher am Tag bei einem Eintrittspreis von aktuell 19 E.
In einer Versuchsphase wurde festgestellt, dass bei einer

Erhöhung des Eintrittspreises um 16, 26, ... die Besucher
zahl um 40, 80, .. zurückgeht.

(a) . Wie groß sind die Einnahmen aktuell durchschnittlich
an einem Tag?

(b)Wie groß wären die Einnahmen, wenn der Eintrittspreis um 2 E erhöht würde? wäre die
Preiserhöhung somit sinnvol/?

Bei welchem Eintrittspeis könnte der Freizeitpark die Einnahmen maximieren? Mit wie(c)

vielen Besuchern müsste dann durchschnittlich gerechnet werden?

a= 80- ul

a) a= 18m a+ yb=80m> 46= 20m-a

46= 80m - 18m = 62m

6=15
,
5m

F= a . b = 18m · 15
,
5m = 279 m2

6) f(x) = x . a = x(80 - 4x) = 80x-4x

6of - yt
?

=
- 4(x)- 20x + 100) + 400 =

- 4(x - 10+ 400

S(10; 400 (

960 19E = 18240E

Preis :alt
,
18480E

f(p) = 1960- 40 . (P- 19)) -P = (60 - 404+ 769) . P= 1720P-yoD2PfirPreis

f(21) = 1720 . 21 - 40 . 24 = 18480

1720x - 40x
2

=
- 40(7434 + 1497 + 7396 =

-40(x - 4+ 18499

; 1849
= 21

,
5 = 19 + 2

,
5
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Aufgabe zu Quadratischen Termen - Mauerwurf

Peter und Corinna werfen einen Ball von A(1|4). Die Flugbahnen entsprechen den Graphen zu
51

+ 3x+4f (x) =–0.1x + 1.2x+ 2.9, fe(x) = —= x

Skizziere die beiden Graphen mit Hilfe der Scheitelpunktform. Ermittle graphisch, welcher Wurf
näher an B(12 |1) landet.

1

2

12 1310

X



Aufgabe zu Quadratischen Termen - Mauerwurf

Peter und Corinna werfen einen Ball von A(1|4). Die Flugbahnen entsprechen den Graphen zu
5

+3+fp(x) = –0.1x + 1.2x + 2.9, fe(x) =

Skizziere die beiden Graphen mit Hilfe der Scheitelpunktform. Ermittle graphisch, welcher Wurf
näher an B(12 | 1) landet.

10 —

12131410

Der Wurf von Corinna

-

↑

↑

- S

-

fp(x) =
- 0

,
1(x2- 1x+36) + 3

,
6 +2

,
9 = - 0

,
1(x -67+6

,

5516; 6.
5)

fe(x) = -yx+3x +E = - ((x2-1x +36)+ g+7= - 0
. 25(x - 67+ 10

,
25

S(6, 10,25)



Bhaskara (1114 - 1185)

Mathematica
ass

askara gilt als der bedeutendste Mathematiker des indischen Mittelalters. Meistens wird er als
Bhaskara II. zitiert – um ihn von einem gleichnamigen Mathematiker und Astronomen des
7. Jahrhunderts zu unterscheiden. Nachfolgende Mathematiker sprechen von ihm ehrfurchtsvoll als
Bhaskaracharya, was soviel wie "Bhaskara der Lehrer" oder "Bhaskara der Gelehrte"" bedeutet. Der

aus der südindischen Stadt Vijayapura (heute: Bundesstaat Karnataka) stammende Sohn eines
Astrologen verbrachte viele Jahre seines Lebens in Ujjain (Madhya Pradesh). Dort arbeitete er als

Leiter der dortigen astronomischen Beobachtungsstation – wie bereits Brahmagupta, de

erühmteste seiner Vorgänger. Er verfasste (mindestens) sechs Bücher mit Merkregeln in Versform —

wvie dies in Indien üblich war. Nach diesen Regeln wurden noch viele nachfolgende Generationen von
Studenten unterrichtet.

Unter den Beispielen mit quadratischen Gleichungen findet man folgende oft zitierte Aufgabe:

Der fünfte Teil einer Herde Affen, weniger drei, quadriert, ging in eine Höhle. Nur ein Affe war noch zu

sehen. Wie viele Affen waren esr
Lösuns Antwort : es waren sofffe.

x - (E - 3)= 1

x- - 6. + g = 1

X-
x2 - 55x + 250 = 0

X
,

=50x2 = 5

5

5
- 3

und E-370
50

5
- 3 78



Übungen zu Linearen Gleichungssystemen (LGS)

1. Bestimmen Sie alle dreistelligen Zahlen mit den verlangten Eigenschaften

ja. Die erste Ziffer ist um 4 größer als die letzte, und die Summe der beiden
ersten Ziffem ist 9.

b. Die Summe der beiden letzten Ziffem ist 7 und die erste Ziffer ist doppelt so
groß, wie die zweite.

2. Gegeben sind zwei Punkte A und B. Die durch A und B gehende Gerade, soll durche
eine Gleichung der Form y =a X+b beschrieben werden. Stellen Sie ein LGS für die
Koeffizienten a und bauf und bestimmen Sie die Geradengleichung

A (3|5) und B (-2|7) b. A (6|-3) und B (-6|6)

3. Zeigen Sie, dass das lineare Gleichungssystem keine Lösung hat
X - 2 +X + X3 12 2+Xy +X2
2 X + X2 = 2.X –3 X2 +X3 6

1
2 – X3

2 + X3 2
X3

4. Ein Vater und seine beiden Söhne sind zusammen 100 Jahre alt. Der Vater ist
doppelt so alt, wie der ältere Sohn und 30 Jahre älter, wie der jüngere Sohn.

15. Lösen Sie das lineare Gleichungssystem mit dem Gauß-Verfahren
2+X -4. X2 + 5 X3 3 – X +7 X2 X3
3 X +3 X +7 X3 13 b. 4 X + X3
-X -2 X2 -3.X3 5 -3 X2+X3 _1

- 2 +X + 3 X3 + 4.X4 = 8

2.X -3. +4 X3 - 3-x= 3
Lösung mit einem Computer

3 X2 + 4 X3 – X4 = 3 Computeralgebrasystem MuPAD
Xy + X +X3 + 4 = 3 solve(X+3* =l, 4*y=0

( = =4))6. Die rechte Seite des Gleichungssystems hängt
1on rab. Bestimmen Sie die Lösung in
Abhängigkeit vonr plot(

ploti:Implicit2d (x+3*y=l,
-1. .1, y=–1..1),- X + 3 X2 plot::Implicit2d (x-4*y=0,

3Xy +X2

3 X + 2 X + X3

2 X +X + X3

– X3

2.X +3 X2



-1302 1 -3 21 12 +1 - 1

11032 01 -12+14

-32184 230 24

-130 2 2112

04 O 42 01 -12+ 1

0 -71 - 32 02-10

Yxz = 42 X2 = 2 211 2

01 - 12+ 1
-72 + 43 = -

32x3 = 47
001 - 22+ 2

- x
, +32 = 2 x = 22

L = [(42
+ 3

,
- 2 - 1 , + 2-2) : 2eR3

L = ((2 -12) + 2(21 - 11 -2) : 2ER]



11
.

09
. 24

2x + 4x2 = -1 ③

3x, + 5x =2Q
- 14

2, + 4xz = -1
x =

25 =
3

= 6
,
5

24
- 2x2 = 7 35

4 = [(6,
5; - 3, 5)}

(2 . 5 - 3 . 4)x2 = 2 . 2 - 3 . (-1)
2 - 1

2 .2 - 3 . (-1) 3 2 F
x2 =

2 .5 - 3 . 4
-

24
-

-2

= - 3
,
5

35

Sei A eine (2x2) Matrix

A = (9)
Dann heißt ad-ba Determinante und wird mit det(A)

ab
oder d bezeichnet.

6
,
9

, 2

62 ak
X1 =

ana,

Au Azz

Ia
Xz =

all Al

G2 Azz



Das LGS hat genau eine Lösung, wenn det(A)≠0 ist.

2x + 4x = 1

3x
,

+ 5x = 2

x = k = 1
,
5

35

21

Xz = = E = -95

35

Lösung mitder Cramerischen Regel :

4x,
+ 2xz = 3

6x, + 2x = 3

↑=62

xz=
Sonderfall 2 = 3

Lösung mit Gauß-Elimination

4 236 3

Y 23

D S - 3

0 = -3f)
4 = 0



123

· 1 7
= 1 : 1 .3 = 3 50 Es hat genau eine Lösung

003

1120 112 112

1315 = +2 - 1
= 02 + 1 = 1.2 . (-3) =

- 6 50

2404 02
- 4 00 -3 #

hat
genau eresung

Regel von Sarrus (nur für 3x3)
1 . 3 . 0+ 1 . 1 . 2 + 2 . 1 . 4 - 20 . 1 . 1) - (4 · 1.1) - (2 . 3 .2) =

&
13 Ie

= 10 - 16 = - 6

- X

+ X

a Gu Gis b,

A = as an aus be

Ab 1 Aba Gas Es

det(A)= das
as, 932 Ass

6
,

a
12 ais

det (A)=ana det= det=
Da

x,= x = 0 Xz=



Übungen zu Lösungsmengen LO5

1. Geben Sie die Lösungsmengen des LGS in Abhängigkeit des Parameters re IR an:

= 23 X - 2 X2 + X3X +3 X2
5.X -4 . 2 23. X2 + 4. X3 * 3a.

X +3 X2- 2.X3= 2:+ 6-3 +6 X - 2 .3
2. Ein inhomogenes LGS mit 2 Variablen hat die Lösungen (112) und (314). Zeigen Sie,
dass dann alle Zahlenpaare der Form (1+2 t|2 +2.t) mit te IR Lösungen sind.

3. Bei einem Automodell sind die Ledersitze L und das Navigationssystem N gesondert
zu bezahlen (sogenannte Sonderausstattungen). Bei 100000 ausgelieferten Autos
wurde L65100 und N 12600 mal eingebaut.

a. Warum lässt sich aus den Angaben nicht schließen, wie oft weder L noch N,
nur L, nur N oder beide Sonderausstattungen eingebaut wurden? Stellen Sie
ein LGS für die vier Ausstattungsvarianten auf.

b. Mindestens wie viele Käufer wählten keine Sonderausstattung?
C. Wie viele Käufer wählten keine Sonderausstattung, wenn N stets mit L bestellt
wurde?

4. Stellen Sie ein LGS mit den Variablen , und Xg auf, dass die Lösungsmenge
L= ( 3|1)+ :(1|12):re IR) besitzt.

Übungen zu Determinanten / Cramersche Regel

1. Lösen Sie das LGS mithilfe von Determinanten

3.X +5 X –7 X3
-3.X2 = 52. *— b. 6 +4.x2 -12+X3 9

a.

7 Xy +5 X2=9 3.4 -3 . X2 –6 X3 2

2. Für welche Werte re IR hat das LGS genau eine Lösung? Geben Sie die Lösung an.

8.X,= 1352 b.a.

X +4 2=9 + X2=

X + X2 -2.X3 0

3. Wie muss man re IR wählen, damit das homogene LGS 4 X + X2 +X3 0

2+ X +3 X +5 X3 = 0

unendlich viele Lösungen hat?

4.Bisher haben Sie zwei Methoden kennengelemt, wie Sie LGS lösen können.

a. Bewerten Sie das Gaußsche Eliminationsverfahren und die Cramersche
Regel im Hinblick auf ihren Rechenaufwand. Welchem Verfahren geben Sie
den Vorzug.
Suchen Sie Informationen (z.B. im Intemet, MuPAD-Hilfesystem, 0.ä.) überb.

Gauß-Jordan-Verfahren.das



① a

1 3 O 1

3 H 1

3 6 Z

1 3 O

O 3 Y

O 3 ⻜ Z 3

1 3 O 1

0 3 1

0 4 z 2 2

4 2 2 2
⼄ z 2

1 1tz Z 2 Zz ⼊

1

3 2 4 4 2 2⼆
2 2 4 Z 6

2 6
4 2 Z 2

X 32 6

Z 6
三⼭-×，+ 2 2

2 6
X7242 家⼀1

2 6 Z 2 4

Z 2 2 2

2 6 最 品⽅员 LeR121

b Lf z14 7 4 Z 1 7 eR3

⑨ K0 3 ④ z 4 4 9ZeR
X Z X22 3 X az 1

2 3 3 ⼆ 152 44

2 B 3K ⼗ 1K 2K3 117 19

HX 5 3 3 452 18



a) 2x - 3 X = 5a

7X, + 5X - 9

5+ 7
X,

I0 +치

L. { :
18-35

뮤X 3

6)3X + 5X - 7X = 4
6x, +YX -4 x = d
3X, -3K-6X3 =

-키det A- -3·4·6- 5 ·4 ·3+ 7.6: 3+3·4·구 -
3·1 ·3 +6 6·5- 30

제dot A * -4·4·6-5·4· +구· ·3 +a 4·구1
- 3·42·4 + 6·95 =155

dakA 제 -3· 9·6-4·4 3 - 7·6· +3.g·구+

+ 2·3+6 :6 4 - 15

det A- 3. ·2+ 5·9 3 - 4·6·3 1 3.4·4 + 3 :

9 3- :65= 60

dtA 15SX
10t A 30

dith aX
dt A

읍-X3

L-( 춘a



m
) a)X- %= 5

X,+ X=9

|detA - 4+2z

+2 o

Antuw ut: F zleh -2.7 - 2 nicht

- 20+ 18 |9

+oetA +2

| 5) g-
= etA +*

|- 1 }) : icR,tt

6) X,+ 8X,=43

X, + x,=z

detA = -8l
-8 0

0 8

13 8|
13l-8z 5-8 -8etA

43 - 137z
= deth

zeR Vo83}|(

2 = 0 z = z

8x = 13 8 x
,
+ 8x2 = 13

8x
,

+ 8xz = 8

=((tIf : teR3 4 = 0
2 = 0 vz = z

, für, e = 0
,

2=



ひX+X - 2x 0

AX +ひxz+X3- 。

スK3K+S1

・5dk-1年3+れ-3-ね0sdet A-
= 5で+て-92

5t+てー92 =0
D. 4+Y-592＝844
-1-13

そニX 1o 3Lo

なラKミ1セ21ミ1,81a

11
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Türme von Hanoi

Algorithmus
Komplexität

-> Edouard Lucas 1842-1891

1863 Weltausstellung ( Expo") in Paris

Anzahl der Scheiben neN 123456767
Anzahl der Schpielzuge an I 3 7 15 31 631272 - 1

478163264178
2

2

Ant = Lan + 1
,

a
,

= 1 rekursives Bildungsgesetz

Zahlenfolge (an)new
an :NcIR

,

n an

Gou =C - 1= 1
,
84 . 10

an = 2 - 1
,

neN explizites Bildungssatz
1

,
84 . 10 s

3
,
07 . 107 min

5
,

12 . 105 h

2
,

13 . 1sd

5
.
84 . 10"y (Jahre)
584 Milliarden Jahren

584 000 00o doo Jahre

14 000 000 000 Alter unseres Universums



1
,
3

,
2

,
4

,

3
,
5

,
4

,
6

an
=E ,

n ungeradeS E + 2

,
n gerade

1
,

3
,

6
,
10

,
15

,
21

Ant1 = An + h +1
,

a = 1

An =

4 .

(h+1

1. 11 ,
21

,
1211

,
111221

,
312211

,
13112221

52228990 ,
36

, 363b

Vollständige Induktion :

n +1r

Leiter" U

1 #
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Vollständige Induktion
Beweisverfahren für Aussagen im N

Benötigte Schritte
1. Schritt: Induktionsanfang (n = 1)

Aussage gilt für ein Anfangselement.
2. Schritt: Induktionsschluss (n --> n + 1)

Wenn die Aussage für n gilt, dann gilt sie auch für den Nachfolger n + 1.

Satz (Türme von Hanoi)
Besteht der Turm aus n Scheiben, dann ist die minimale Anzahl der 
Spielzüge                     .

Beweis:
Wie beweisen die Aussage durch vollständige Induktion (induktiv):
1. Induktionsanfang (n = 1) 

1. Induktionsschluss (n --> n + 1) An +1
= 2an + 1 = ((2"- 1)+1 = 2

+ 7

- 2 +1 = 27
- 1

RED : Quad erat demonstrandum (lat
.

) = Was zu zeigen war

1 = 1

1 + 3 = Y

1 + 3 + 5 = 9

1+ 3+5+7 = 16

1 +3 + 5+7+ g = 25

1 + 3 + 5+
...

+ 181 = 54 = 260124 -1 =1012u = 1024 = 51

1 + 3 +5+... + (2n -1) = 42
, für alle new

Summe

neI:-
fürnlee

Zahlen



Beweds :

Wir beweisen die Aussage induktiv
I

1

. Induktionsanfang (n = 1) 1=
(21) =1 = 1 (w)

2
.

Induktionsschluss n n +1

n + 1

k = 1

(22 - 1 = (2k -1 + 2(h+1) = n + an + 1=(
Aussageeine

Aussage
für n +1

1 2 3
...

99 100

100 9998... 2 1

101 101101 1st 101

100 . 101

2
= 50 . 101 = 5050

100

100 .101

k = 2

Le = 1

= htt , für alle n
1000 . 1001

n = 1000 : 1 +2 +3 +
...

+1000 = 2
= 500 · 501 = 500500



Beweds :

Wir beweisen dieAussagek= indukti
-1 . (1 +1)

1

. Induktionsanfang (n = 1) 1 =

k=1

2
= 1 1 (w)

2
.

Induktionsschluss n n +1

n(n+1)
2 + 1

b= k + n +1 =
2

+ n + 7 =

( + 2 + h(u +1)
=
2(h +1) +4(h

+1)
=

(n+1)(+2) =
2

k=1k=1

(n+1)(n +2)
=

2

DEP

~_ HAk = 1

i gls - -gut get
g

= 2n = 101+2 + 4 +
...

+ 1024

g = 5 n = 31+ 5 + + + c

allgemein 1 +g +g+g3+... +gh



18.09.2024* - 2x2 - 2xz = 0

2x + 2xz + xz = 02ER

yx,
+ xz + 2x3 = 0

Wie muss mun z wählen
,

damit das LGS unendlich
viele Lösungen hat

1-2 - Z

(A) = 2
1

= 22 - 8 - 22 + 422-1 +8 = 422 - 1
1 2

422 - 1= 0

(22 -1)(22 +1) = 0

2, =E=

1 - 2 -21 -221 -22

2 Z 11
=

0 4+ 222+1 =
0 Y+ 222+1

= (y+2)(yz2-1)
412 < 0942+2 O o 42 -1

zählt nicht
,
weil

die 3
.
Zeile damit

(42+2)(y+ 2) - g(22 +1) = 162 + 42+ 8 +22 - 182 - 9 = 42 - 1
multipliziert wurde

+ - t
- + -

Entwicklungssatz von Laplace + - +

- 2 - Z=
④ 12

= 22 -1 -2(- y + 2) + y) -2 +22) =

↓
= 22 -1 + 8 - 22 - 8 +y2 = y2- 1

1 -22 y +222 + 1

104+ 222+1
=

g yeth
= (4+ z)(42 +2) - 9(22 +1) = y22- 1

0942+2



LGS (2x2) A .x =E x, = (2) x = (2)

A(2) =5
,
A(s) =5 : All-A(y) = E -E =5

A((2) -(3) = 5
X = [*:= ü+ 2: zeR3 =

= {:F= (E) + z(2) : zeR3 =

A(2) = 5

= [: = (2) : 2 @R3



↓schl
k = 1

Beweis

Wie beweisen die Aussage induktiv
1) Induktionsanfangin = 1)

I

8 = 1 = 1

k = 1

2) Induktionsschluss (n = n +1)
n +

1 n(n+1
+ (+1) =

n (n +1)+y(+1
=

( +1)(ni+ un +y)
=

(n +1)h +2((+1) +2)
k= 1

↑

RED
Wir beweisen die Aussage g indukti

1) Induktionsanfang2n0
= g ==

2) Induktionsschluss (n = n +1)

k -1-gggggt-q1-q1 -g 1 -

g

RED



8 - 1 : 7
,
63

,

511, ...

Für jede natürliche Zahl n ist -1 durch 7 teilbar.

nel FkeIN : 8"-1 = 7 . k

2 - 1 = 8 - 8 - 1 = 8(8- 1) - 1 + 8 = 8(8-1) + 7 = 8 . 7k +7=

= 7(8k + 1)
= 7.



Arbeitsblatt zum Beweisverfahren „Vollständigen Induktion"

Vollständige Induktion-Ein Beispiel1

Wir zeigen die Bernoulische Ungleichung durch vollständige Induktion.
Va –1,neIN ( (1+a)" 1+ na )

Jakob Bernoulli, Schweizer Mathematiker (1654 –1705)
Bev

(w.)(1+a)'=1 + 1a1. Schritt (Induktionsaniang, I-I).
(1+ajn+1= (1+a)".(1+a)2. Schritt (Induktionsschluss n +1):
(1+ a).(1+a) *=
1+(n+1)a + na 1+( +1)a,

weil na 0 ist.
QED.

Uu ldISCI

a) „Vollständige Induktion ist ein Beweisverfahren, mit dem man beweisen kann, dass
eine Aussageform für alle reellen Zahlen gilt.“

b) „Die Aussageform muss für ein Anfangselement gelten, etwa für n=1."
c) „ (n) haben wir schon, jetzt zeigen wir a(n+1)“
d) „Angenommen (n)ist wahr, dann ist auch a(n+1) wahr."

. Übungen

a) vn eIN ( 8" -1 ist durch 7 teilbar )

b) Leiten Sie nun eine Formel zur Berechnung der Summe aufeinanderfolgender

gerader Zahlen her, und beweisen Sie diese durch vollständige Induktion

Ic) Vn elN( i " +1
d) Für welche n e IN gilt 2"> ? (Beweisen Sie Ihre Vermutung!)

se* -fa▇ zigesSe des s di ▇
yk-1 )vaycR,neN(- -t-»É ,

g) Formulieren Sie unter Verwendung des Summenzeichens ein Bildungsgesetz für alle
ne IN und beweisen Sie das durch vollständige Induktion:

1=1, 1-4 = (1+2), 1–4+9=1+2 +3, 1–4+9–16 =(1+2 +3+4)
h) Sei (a) eine Folge reeller Zahlen, definiert durch a=1, n =1/2a,+1.

Zeigen Sie, dass für alle natürlichen Zahlen a, 2 gilt.



(1 + a)
+ =

= (1 + a) (1 +a)z(1+ n -a)(1 +a) = 1 + a + na +ha = 1 + a(n +1) + ha

1 + a(n +1) +ha1 + (n +1)a
,
weil naze

in für 425 und n = 1

2

h 2 h

I 2 1 w

2 Y Y f WirbeweisendieUngl fünei wu375

3 z 9 f(n=

= 2 . 2(n2z = n+n = n+ n -n)n+3

4 16 16 f n+ 3n = n + 2n + n > nz+2n +1 = ( + 1)

5 32 25 w H
6 64 36 w 2n

+1

>(n +1)

h= 0 I

n = 1 11
n = 2 I 2 + 1 = 3

n =3 1331
n = 4 I 464 I

42+3n



2 > p
,
n =1

,
4210 24

.

09
.

24

Wir beweisen die Ungleichung induktiv für nz10 .

1) Induktionsanfang (n = 10) 1024 =: > 10= 1000 (n)

o I

2) Induktionsschluss (n (n+ 1) 111

2h++
= 2 .2 - (3 = n+ n3 = ni+ n-n= n+ 2

=

241 = 7

41464 I

= n+ 3n'+ 34+ n 4+ 34+ 3n+1 = n +1)
RED

2
2n

++
= 2272n" = n+n"= n"+ n .3 > n"+ 154 =

= u"+ un3+64 + un +n> u"+ un+ on un +1=

= (n + 1)3

RE
J

I 01
1

+... = 1n Zeile n= 0
,
1

,
2

1
·fi

3

+= k Spalte k = 0
,
7

,
22 12 1

3 1531
I I 2

Y 14641 ) über "
, Binominalkoeffizient

5 1 5 10 1051

6 1 675201567 64
n ! Fakultät

n ! = 1 . 2 . 3 ..... h

3) = 1 . 2 . 3 = 6

u ! = 1 . 2 . 3 . 4 = 24

5! = 1 . 2 . 3 . 4 .5 = 10

5! = 4 !. 5



() :=in!, nat

4)=
15= (4) =y = = = 15

15= (2) =

2
!4 = = = 15

n = 4 = (b) + (4) +
... (4) = 24

()=

für alle neIN: (2) = 2

Beweis :

Wir zeigen die Summenformel induktiv.
1) Induktionsanfang (n=0

O

1 = 3 = (2) = 2 = 1

k = 0

2) Induktionsschluss (n -> n +1)
**

( = () +().
k = 0

= () + (b) +(1)+... + (n) + (n) + (m) =

= 24 + 2 = 2n
+1

112 = 121

113
= 1331 = 1 .18+ 3 .18 + 3 . 10+1 .

19

11"= 14641

113= ) . 10

11=)10 für alle ne INo



Beweis

Wir zeigen die Aussage induktiv.

1) Induktionsanfang (n = 0)

1 = ( 9) · 18
=
Ih=

2) Induktionsschluss (n -> n +1)
n + 1

(10(1 +( (1)1 +( =

k= 0

= (3) 100 + (() + ())107 + ()) +(2))10 +... + ((nz) + (2))+0 + (n)18"=

= &10 + 18110*

+ 1270 +... + (m)10 + (6)107+(110 + (2)10+... + (2)10 + (2)10*
= 11"+ 10 . 11" = 114(1+ 10) = 114 . 11 = 114

+1

DEG
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1. Klausur

A1
Aussagen
Betrags-Ungleichung

A2
Quadratische Terme
Nullstellen
Scheitelpunkt
Extrema mit quadratischer Zielfunktion

2. Klausur
A3

Vollständige Induktion
Summe
Rekursive Folge
Teilbarkeit
Binominalkoeffiziente

A4
Determinante (Sarrus, Laplace)
LGS-Gauß Elimination
Cramersche Regel



L = ((01311) + 2(11112) : 2 EIR]

löst den - löst den

inhomogene homogene
System System

Fi = (1(4(3)(z = 1)
->

xc = (013/1)(2 = a)

↑ = (- 1(21 - 1)(z = - 1)

homogenes LGS A .x = =

inhomogenes LGS A . * = 5
,
52=

E 2x ,
- 43 = S (2(2(22)

2x - Xz = 0

20 - 10 sei x3 = t
82 - 1 0

(x = t x = Et

2x = t x, = Et

= [)ÊtltIt) : t elR3

= [lt1t12t) : teR3

2x - xz = -1

2x2 - xz = 5

4 =((013 (1) + 2(111(2) : 2t/R]



> Zeile

H < Spalte 30
.09 .24171() ↳ nüber k" (8)

121+ (3) (5)(E)1331 okin
14641 (3)(2)()15101057
1615201561
172135352171
18285670562881

1 + 3 + 6 + 10 + 15+21 = 56

ETO)
= für alle se

Beweis :

Wir zeigen die Summenformel induktiv.
1

. Induktionsanfang (n = 3)

(3) = (3)== (4)

2
.

Induktionsschluss (n -> n + 1)

(3) = (n(7) + 457) = (ny2)
QEG

1 + 3 + 6 + 10 + 15+21 = 56

( ) = (4) (4) :=in e !

↑

(m) = (m
k= m

für nam



Beweis

Wir zeigen die Summenformel induktiv
1

. Induktionsanfang (n = 3)

=(=

2
.

Induktionsschluss (n -> n + 1)

m) = (m) + ( **) = (m) = (E) suy

DED

1) (3) + (5) = (4)
a(i) + (5) nicht möglich
()

,

na k

3) (2) + (9) nicht möglich
4) (E) + (5) nicht möglich

=
1

( ) = (m)



8-1 teilbar durch 7
8 - 1 = 7 . k

,

ke/

2
.

I-schluss

gu
+ 1

- 1 = 8 - 8 - 1 = 8(8- 1) - 1+8 = 8(8 -1) + 7 = 8 . 7k + 7 = 7(8k + 1) =7k

5"+ 7 durch 4 teilbar (4k)

Beweis :

Wiz beweisen die Aussage induktiv
1

. Induktionsanfang (n = 0)

5+ 7 = 8 = 4 .2

2
.

Induktionsschluss

54
+7

+ 7 = 545 + 7 = 5(5+ 7) + 7 - 35= 5 . 4 .

k
- 28 = y(5k - 7) = 4k

DEP



x(0 ; 3]
S

I

1111111//////////////////
/

yab =a +2ab +8

ab -

a+2ab+62
Y

ab-abald"
ab -foZ

+bo (ab

S(2112) =2(x2- 4x + y) +20-8

=2(x-2)+ 12

↓ W
212

82 yac > o

1= [eRigc4] op E]-m; 4[

(43- 493016749944

50 m2

x+y+ x-2 = 1

X .y = X . 2 . (le
-x) = 20x = 2x)

y
= 20

-2x

20x-2x= 0 (x(10 -x)= e

x, = 0x= 10

↑schatel = 5 y = 20- 2 . 5=10

Smax = 2 . 5 . (10-5) = 10. 5= 50



2x2 - 8x + 20 = 0

St(20)
S(2(12)



BWiz lösen die Betragsungleichung durch
Fallunterscheidung
Fall 1

,
sei x-2

(2x - y(1 = 3x + y

2x - y + 5x -450

+ 8

4= EXEIR ; + < 33

Fall 2
,

sei x -2

(2x - y)z - 5x + 4

y - 2x + 3x -44

- 3x0

1
c = ExeIR : x=03

1 = ExeIR : x 203 UExeR : x = 33 = [0 ; 3]

a+ 6

Ca . b 1 I

( +b)
la .61 4

1Y

0 *



Wir beweisen die Aussage induktiv.

1
. Induktionsanfang (n= 1)
1

k(2k - 1) = 2-1 =1 = 1 = 1

2
.

Induktionsschluss (n -> n +1)

**

(2k -1) = n+ 2(h+1) - 1 = m+2n+ 1 =(n+1)= (n+1)

k= 1 DEL

F4
. 5+7 = 5(54+7) +7 - 35= 5. 4k - 2 = 4(5k- 7) = 4k

n +2
D

e- (i) + (m) = (2)

as = a+ 6 + 3-Ca-s-a = -aa= -ala-2) fre ats unde

M= [P; 1,0) +t (5; 4; 1) : teRR3



21
.

10
.
24

(n + 1) ! (h+ 1) !(2) + (7)- E- D !
+

2 ! (h+ 1 -2) !
=

(k+ 1 . k!. (n-2) !
+A + 1) . in -b) :

E

(n+ 1) ! (n -k + 1) +2 + 1 !
= k !. (n-k+ 1)(n -k) !

=

=
(h + 1) ! (n =

k+ 2)
k ! (n- k+ 1)(n - k) !

k = 2
,
n = y FneW

,
nak

I

(2) +(2) + (2)= () = (5) 1 1

12D(a)
1331
14 Oly 1
15 10D

Beweis :

Wie zeigen die Summenformel induktiv nach n
1

. Induktionsanfang (n = k)

k

1 = (2) =

m
m(k) = E = = w

2
.

Induktionsschluss (n -> n +1)

=
g .

e
.

d.



5+ 7 ist durch 4 teilbar

8
,
12

,
32, ...

54+ 7 = 4 . k

Ind-anfang (n = 0) : 58 + 7 = 8 = 2 . 4 (ur) ul 28 - yk
↑ T

54
+

+7 = 5. 54+7 = 5(54+ 7) +=

5
+

+7 = (4+1) .5 + 7=
N

(2k - 1) = n
k= 1

St
.

(h =1)2k-1) ==11u

x- y = (-y).
n = 2 : xy= (x -y)(xy + xy') =

= (x -y)(x +y)
n = 3 : x-y = (x -y)(xy + xy+ x y) =

= (x =y)(xi+ xy +y3

n= = : x
=
-

y
=
= (x-y)(x*+ xy +xy+xy+xy"+ xy5+ y9

Beweis :

JA(n = 1) x-

y
= (-y)(xi y) = x - y



IS(n -n + 1)

x
**

-y = (X -y). (x-y)kk + (xy).y

=X . (x - y).-y
= x(xy4) + ya(x -y) = x- xy + xy-yht= xhzyhe .

d.



28
.

10
.
24

al

An]Ante = 2 + an

zu zeigen an2

Wir zeigen die Ungleichung induktiv.
1

. Induktionsanfang (n =1)

Al= 1
,
41x2(W)

2
.

Induktionschluss (n =n +1)

Ante = 2+ an = 2 + 2 =T = 2

R
.

E
.

D.

b)in+ 13 = 7kne

Wir zeigen die Teilbarkeit induktiv.
1

. Induktionsanfang (n =0

2+ 13 = 14= 7 . 2 (W)

2. Induktionsschluss (n -> n + 1)

ant + 13 = 23.2+ 13 = (7+1)3+ 13 = 7.(3 + 2+ 13 = 7k + 7 .2 = 7(k + 24) =7

4 (n)_ kk - 1

3

5

2
= = ) + (2)+ (2) +(4) =

i = 0

= 1 + 2 + 3 + 4 = 10

Wir zeigen die Summenformel induktiv
1

. Induktionsanfang (n = 1
,
k = 1)

+ = (2)= (0) = (8)= = (



2
.

Induktionsschluss (n -> n + 1)

n + 1 -kk-
1+i

n

kkk=k -1i
=0

Q
.

E
.

D.

Reele Funktion Relation

·
X

Definitionsbereich

f :DWer bereinne
f : 0= w

, f(x) =y ,
D

,
WIR

A

Zu jedem x existiert genau ein y
D := Telefonnumern
W : = Einwohnen

0231194xxx472

keine Funktion
,
sondern eine Relation f .D W

ft.w , -Nigrichtig fier Umkehrfunktion f

f... IR-IRs ,
x - x richtig

D w

f : IR- IR.
,
x -X f (f(x)) = x

Umkehrfunktion



DO-CP157

f : Kfz-Nz .

> Halter Funktion
- 1

f : Halter Kfz-Nz .

keine Funktion Relation

ISBN , Verlag
Artikelnummer-Preis

h -
1 h

1
---

=
----- zmin

-----1min
st

->t



1 1 29
.

10 .
24

f : 0- w
,
x -f(x) S

X

I

f : IR-03- IR sos
, f(x) = x

I
v

I

fe : 0 , 0 1 000
, fr(x) = x
#

G heißt Graph
Ge : = ((x

, y)tr2 : x =0
,y0 , y = E) = ((x

,y)t((0, 0) : y
= 3)

1]

G

G = ((x
,y)(( : x+ y= 13 yoRelation

Y2 ..........

18
5 = 2 - 1x 1

, 02yz
: y = 1 -x3Zx Funktion

Die Funktion g hat eine Nullstelle bei -1
.

Parabel" f(x) =* f(x) = x f(x) = x
=0

1 1

↑
> > >



f(x) = 2 + 4 - x

4 -X70

X24

D = j-0 ; 4]

f : z - D ; 4) -> (2 ;02
, f(x) = 2+ 4 = x =2+ 0 = 2

70

f(x =- f(x) = x -yf(x) = 4 = x f(x) = 2+ 4-x

1 1 1 1

2 I 2 ↓mi
W-Wertebereich
D-Definitionsbereich



FunI nen
Funktionen

1 Verbinden Sie zusammengehörige Karten. W*(4-RI(13) =3fóx) =
* o "

|f(0) #3fox) = - W= R o}D" |-3
1 ) -t() =

2 Ergänzen Sie.
Aussage in Textform

a) | Die Funktion fnimmt an der Stelle 2 den Funktionswert 6 an.

b) |Die Definitionsmenge der Funktion g umfasst alle reellen Zahlen außer 4.
g(-1) =0

Die Wertemenge der Funktion f umfasst nur die positiven reellen Zahlen größer Null,d)|

Dg = R|0
e) |

Die Funktion fordnet der Zahl 0 einen kleineren Funktionswert zu als der Zahl -2.f)

Wg= [0; 10J

3 Dargestellt sind die Graphen der folgenden Funktionen.
f: g:X -; he: X
a) Beschriften Sie die Graphen mit den passenden Funktionsnan 4

b) Geben Sie zu jeder Funktion die Definitions- und die Wertemenge
an.

Dh *=Dg =De =

Wh *—WgWp =

4 Bestimmen Sie die Definitionsmenge der Funktion f.
b) f(x) =2 + V4 - c) f(X) = 212a) f(x) =

De =D =De =

5 Entscheiden Sie, ob die Aussage wahr (w) oder falsch (f) ist. Notieren Sie dazu den Buchstaben der
passenden Begründung von einer der Karten.
a) Die Gerade mit der Gleichung = 3 ist der Graph einer Funktion.
b) Die Gerade mit der Gleichung X= 3 ist der Graph einer Funktion.
c) Wenn ein Wert bei einer Zuordnung mehrfach angenommen wird, liegt keine Funktion vor.

Wenn einem Wert denBei einer Funktion kannAEine Funktion ordnet jedem Definitionsmenge verschiedeneein Wert der WertemengeWert der Definitionsmenge Werte der Wertemenge zugeordnetmehrfach angenommengenau einen Wert der werden, liegt keine Funkti
Wertemenge Zu.

11

*EX I

t(2) = 6

R1543 E
Wr = jo,[

f(0) <f( - 2)



Vektorechnung
31

.

10
.

24

Gebundener Vektor
B A

,&

A
. AB D DA =

S

- Ortsvektor"
Y1 Punkt 31 Vektor

T - -

1
- -

- P(4 ;3) -

= (3)
T - · -

-

-
-

11 I

I

, 11117X o
. 1 1111kX

gleiche
Vektore

2 Vektoren sind
= IR

S
immer komplanar

M liegen in einerVektorzaum Ebene

+: V + V =
- T

ab

+ >

siy a
7

7
a

L -
a

: RxV V

-

ictâ
,

- bollinear (auf einer)ta Gerade
-1
.

L



21· +2 + 23. Linearkombination (Lk)

IR" = ((j) : xc(R
, ye(R)

a = (21)E = (3)
(5) als Lk von,

( = 2 . (z ) + s(z) = c(z) + =(5) = ( ) + (3) = (E)

22 + 1 = 5 +

- 2 + 33 = 12

22 + 1 = 52 = 2

0 + 78 = 7 5 = 1

Ty Raums

0 . ( ) + e . (5) = (j)

R = <(2) : x
, y , ze(R]

IR= &(1) : x
,
42

,
X.... ERY neIR



Lineare Algebra mit Analytischer Geometrie – Vektorrechnung

Ein Vektor ist eine Größe, die durch Angabe von Maßzahl und Richtung vollständig beschrieben wird. Wir stellen
Vektoren durch Pfeile dar und bezeichnen sie mit à,b,č, . Die Maßzahl eines Vektors heißt Betrag und wird mit
a = |ä| bezeichnet. Ein Vektor lässt sich auch durch Angabe von Anfangs- und Endpunkt festlegen, z.B. AB
bezeichnet den (gebundenen) Vektor, der in A beginnt und in B endet. Beginnt ein Vektor DA im Ursprung des
Koordinatensystems, so heißt er Ortsvektor. Zwei Vektoren heißen gleich, wenn sie in Betrag und Richtung
übereinstimmen. Wir lassen die Parallelverschiebung von Vektoren zu, sprechen hier von freien Vekto

Eine Größe, die nur durch ihre Maßzahl vollständig beschreiben wird, heißt Skalar.e

Physikalische Beispiele für Skalare sind: Masse m, Zeit t, Temperatur T, Widerstand R.
Physikalische Beispiele für Vektoren sind Geschwindigkeit i, Kraft , Impuls p, DrehmomentM

Wenn man aus gegebenen Vektoren ä,b,č .. einen Vektor = rā+ sb +tě bildet, dann bezeichnet man ihn als
eine Linearkombination (LK) aus à,,.

Beispiele: 2å+b– 4č ist eine LK von ä,b,. Eine Summe ä+b oder eine Differenz à– b ist also auch eine LK.

übung 1

In dem nachstehenden Parallelogramm OLNR seien B,M und P die Mittelpunkte der Seiten OR bzw. LN bzw. RN. Die
Punkte A und K teilen die Seite OL in drei gleichlange Strecken. Die Vektoren A und B bezeichnen wir mit ä
bzw. b. Die Punkte A und B sind demnach die Spitzen der Vektoren ä und b.

a)Schreiben Sie die (Orts-|Vektoren , N,▇ und D ▇ als LK von ä und b.
b)Mit MP (siehe Zeichnung) bezeichnen wir den Ortsvektor, der im Punkt O (Ursprung des
Koordinatensystems, Nullpunkt, „origin") beginnt und mit seiner Länge und Richtung genau zwischen die
Punkte M und P passen würde. Schreiben Sie M, RīL., PR als LK aus å und b.

EIlIUIL

bezeichnen Vektoren als kollinear, wenn sie zusammen auf einer Geraden liegen

wir bezeichnen Vektoren als komplanar, wenn zusammen auf einer Ebene liegen. (Zwei Vektoren sind
immer komplanar, mehr Vektoren können komplanar sein, müssen es aber nicht).

übung 2

Gegeben sind à =(2) und b=(,)

Schreiben Sieč=(), à=(,5), =(▇ und ▇ aLKausàund.

↑P=-Dr= R2 = sä-z Pr= -28
->

D =3
= p = m=

ON = Sa+26
=+2-3=

->

-
L OM = 3+ 5

->- Op=2 +28



Lineare Algebra mit Analytischer Geometrie – Arbeitsblatt Vektorrechnung 2

Übung3

Gegeben sind drei nicht-komplanare Vektoren ä,b,. Sie spannen den gezeichneten Spat auf.

Die Spitzen von ä,b, č bezeichnen wir mit A,B,C; die Namen der anderen Ecken des Spats entnehmen Sie

der Zeichnung. M sei der Mittelpunkt von KQ, L teile die Strecke CG im Verhältnis 2:1.

a) Schreiben Sie die Vektoren KN, MB, LR als LK aus ,b,.
b) Suchen Sie in Gedanken die Vektoren – b, R - M,à+ ▇ ▇ Fügen Sie in Gedanken weitere

Punkte und Vektoren hinzu, sodass Sie solche LK schnell erkennen können.
c) Wo liegen alle LK der Form x +y. , ( , yeR) und x à+ , (zeR).
d) warum kann man BG nicht als LK aus â und b bzw. aus ä und č schreiben.

Verwenden Sie für Ihre Antworten aus c) und d) die Formulierung „eine Ebene aufspannen“.

Übung4

7 1und b=-)os -()a st-. 4 ). Erklāren Sie (mit den4 |Schreiben Sie =1
1-3/ 13/ 0/

geeigneten Fachbegriffen, warum Sie für und k unterschiedliche Ergebnisse erhalten.

Übung
0

Zéigen Sie, das ä =(i).b und =-4 –1 | nicht-komplanar sind?
4

Wenn drei Vektoren nicht-komplanar sind, so spannen sie den Raum ( R) auf. Man kann dann jeden
–3)

Vektor des Raumes als LK dieser drei Vektoren darstellen. Schreiben Sie d =| C1)und -(#1)a
aus , b,č.

kN= n-
E= 5+ 2- a-
=-a=

=
- 1.+ 0 .8+1.->B = 5-m - C+ te)-
->

- = b -( +E+ [E) =

->

= b--E-t =

==
a-[= -(+ (5)

->x(+2) = x.= x .5



a =()= (-)m = () E= (3)
2.+ 3 .8= m

z()+ s() = (1)
52 + 1 = 7 f= - 3

2 = 49 = 14 3S = - 3

in liegt in der Ebene,

die von und Ö aufgespannt wird.
->

ä
,
6 und i sind komplanar.

2.+ 3 .8=k
52 + 3 = 8 = -97/2 = 1 3 Vektoren spannen einen
2 - 48 =92=2 Raum auf-> 3 = 3 S= 3

?

k liegt auf in der Ebene,
die von und

->

aufgespannt wird. , 6 und keind nicht komplanar
.

4 = 0



Besondere Symmetrie

Punktsymmetrie zum Ursprung der K .
D. -Systems

Achsensymmetrie zur y-Achse
18x Y x Y

↑
-A

· i st st st

achsen punkt achsen

Y ↑
Y

Wst

punkt achsen

Definition : Definition :

Eine Funktion f heißt Eine Funktion f heißt
achsensymmetrisch zur punktsymmetrisch zum

y-Achse , wenn f( -x) =f(x). Ursprung des K.
D

. -Systems,
Dann heißtf eine gerade wenn f(-x) =

-f(x) -

Funktion
.

Dann heißt f eine ungerade
Funktion

.



Beispiele :

f(x) = x- 2x+3 achsensymmetrisch, weil
f( - x) = (- x)"- 2(-x)+ 3 = x"+2x+ 3 = f(x)

f(x) = x5- 2x+ x punktsymmetrisch,
weil

f(x) = (-x) 2)-x)+ (-x) = -x5+ 2x-x = - (5-2x+ x) = -f(x)

f(x) = x +x hat keine besondere Symmetrie,
weil

f( -x) = (x+ ( x) =xx =[2
f(x) = (x -1)=x-2x +1

14 18
max

·

p
⑤

P
O

⑨

>
X

·

min
,

X

D D

X= 1

Il (x -2) = 1 . x2- 4 . 521 + 6 .x - 4 . x2 + 1 . x2"=

121
= x" - y . 2x3+ 6 . 4x - 4. 8x+ 16 =

133/
14641 = x - 2x+ 24x2- 32x+ 16



Symmetrie

1 Entscheiden Sie ohne Funktionsplotter, ob die Funktion f gerade oder ungerade ist. Die zugehörigenBuchstaben aller geraden, ungeraden und der übrigen Funktionen ergeben jeweils in der richtigen Reihen-
folge den Namen einer Stadt.

N fó) " - 2)* | f6x) = 3wI ft)"| fóx) - +1

A|fox) =7H| f6o)-Flf0) =x- KI fó)= -11

El f x) *(rt1:3 u fo) "|p| f(x) =1 -xLitó) =-x

E|f() =2 2N|fox) = 0,2x |f() == -2

weder gerade noch ungerade:Lösungswörter: gerade:e ungerade:

2 Entscheiden Sie, ob die Aussage wahr oder falsch ist, und geben Sie ein Beispiel oder Gegenbeispiel an.
(Gegen-)Beispielwahr falsch |Aussage

a) Jede Funktion, die nicht gerade ist, ist ungerade.
en, erhältb) Multipliziert man die Terme zweier ungerader Funktion

man stets den Term einer geraden Funktion.

c) Es gibt genau eine Funktion, die gerade und ungerade ist.
d) Dividiert man die Terme einer geraden und einer ungeraden
Funktion, erhält man stets den Term einer ungeraden Funktion.

e) Der Graph von jeder ungeraden Funktion ist zu jedem seiner Pur
punktsymmetrisch.

3 Skizzieren Sie mithilfe des GTR (Wertetabellè) die Graphen von fund g mit f() = - 3 + 2 und
g(x) = - + 5x – 2.

4 Geben Sie Werte vont an, für die der Graph von f symmetrisch zur yAchse oder zum Ursprung ist.
d) f(X) = 3x +2 + 2xtc) f(x) = 2t –xta) fó) =- +3tr + b) f(X) = 2(x + 2)(x – t)

onen 17

f(x) = x +1

Beweis

f(x) = 0

Beweis

f(x) =x

W= -;

= (x)- 3x -) +2 - 5 = ( -E) - 7

t = 0 t= 2 t= ck t= 2k - 1

t =2k



26) Beweis
Vor : f,g ungerade
f(x) = -fo(x)
g(- x) = -g(x)

Behauptung : f(x) .

g(x) gerade
Beweis
h( -x) =f( -x) .

g) x) = (f(x)))-g(x) = f(x) . g(x) = h(x)
R

.

E
.
D.

adl Vor f-gerade , g-ungerade
f(x) =f(x)
g(- x) = -g(x)

Behauptung : Eg ungerade
hix =f
h(x =G=G() = -E = - h(x)

D
.

E
.
D

.



al

f(x) =
- x+3tx+ Ex t = 0 : ungerade

05
.

17
.

24

t

ft(x) = f(x,

t) t = 0 · keine besondere Symmetrie

fe(x) = -x+3x+ Ex fürein te ist die Funktionin
f-c(x) = - x3 - 6x - x

fo(x) = - x

6) ft(x) = 2(x+2)(x-t) = 2(x tx + 2x - 2t) = 2x+ (4 -2t)x - 4t .x

tx2 : keine besondere Symmetrie ,

weil ht to

t = 2 : f, (x= 2x= 0 gerade

4f((x) = x
t
- xt

t = o : fox = o gerade und ungerade
t =2k : fak(x) =x

k
- x gerade
nkz ch1 keine bes

. Symmetriet = 2k -1 : faz(x) = x - x

d) fe(x) = 3xt++ 2xt t : gerade :fe(x) gerade
t : ungerade :fe(x) ungerade



D w

8 : (1
,
2

,
33,49 ,

6
,
23 1 -

>

a

f(6) = 1
2. b

3. C

D w

X, fx(f(x)ff(x) 1 -

>

a f(6) = 42
,
33

# 2.

L

-
b

f - keine Funktion

finjektiv
3.

injektiv

-
C

nicht

D w

yeW XeD :fix :a f(d) = ?
b

7

2.
C

>

fsurjektiv 3.

L

.

d Konsequenz :

michitektie
D = W

finjektiv und surjektiv :J bijektiv

G
f : IR , R

, f(x) =x
A, A -1EIR

f ist nicht injektiv f(x) =x- - 1

und nicht surjektiv X
,

I x
( -I

also nicht bijektiv,
d

.
h

.

nicht umkehrbar



f : IRc IR
,f(x) =x

f : (R - IR
, f(x) =i

f(x) = x
1

f : IR , IR nicht ine
-

f : -IRchbjekti
S

f : IR <R
, f"(x) =u

f(f(x)) =m = (x) = x

f(f"(x)) = (2)) = x



spannen einen Raum auf
06

.

11
.

24

->

Kollinear ,, d.

h. 6 = 2.
7

komplanar ,, 2 = 2 . a + 3 .:
-

Linearkombination
- Tag

I +
>

I aga
7

7
a

L -
a

x. + y
. = = x .a + y6+ z. = 5
-> ->

2. - 1 . 6 = 5 o .a + 0 . b + 0. = 5

0 .
a + 0 .E = 5 2 . + 1 . 8 - 1.= 2 - c = 5

Seien
, ,äs, ...,

an n Vektoren und

2
,,
2

,
23

, ..., In n Skalaze

21. + 2. + 23. +... + 2. an = Ö ?

(l. 2
.

)
Die Vektoren heißen linear unabhäbhängig, wennU

Ih.= <2
,

= 2 = ...: In=

k = 1

Sonst heißt die Vektoren linear abhängig .

(C
.

a.)

Folgerung : Kolliniare und komplanare Vektoren
sind linear abhängig.



Beispiel :,,,,, e ist 1
.

a.

mehr als 1
. 0. + 0 . 8+ 0.+ 0.+ 0.+ 0.= 5

↑
E

2. 0. + 0 . 8+ 1 .2- 1 .2+ 0.+ 0.= 5

C
. a .

Beispiel:,,
0. + 0 .E+ 3 . 0= C

.

a
. (komplanar)

a = E) ,= ()
,

i =() C
.

U
.

(nur (0; 0;d)

132
x . (E) + y(f) + z . 2 = (8) - 102 = 0 + 12 - 2 - 0 - 2 - 37

21 - 1

x +

3y + (z =0
= 5 F0) l . U .

- X + 2z = 04 132

034 = 1570El
.
U

.2x + y
- z = 0

005

x + 3y
+ 2z = 0

3y + yz = 0 ⑤
- 5y - 52 =0

x +

3y
+ 2z = 0

3y
+ yz = 0

57 = 0

z = 0 y
= 0x= 0

= [10 : 0; 9]
,
also eind ä,bund C

.

U.



E
,
()

,

() linear abhängig (1 .

a
.)

fest42
20 -40d
-31782

10 -8 -80O 13 13 0

1000 o

Lösungsmenge : sei ztelR

Start = at

4 [kt ; -tit) : telR3 ca- Ö+2= 0 E= c +E

() = 2) _ ) + (2) = (2) +[) =

,, C .

u.
= ()#

det(,, ) +0

142 142

20 - y = 008 =0 l . a.
-317000



Lineare Algebra mit Analytischer Geometrie - Hausaufgaben

Aufgabe 1

Gegeben sind die Vektoren

= ), -(▇=).-() -) -(1 un

10/

Sind die Vektoren ä, bund č komplanar?

Sie können auch ohne zu rechnen eine geometrische Erklärung geben.

Aufgabe 2

Zeichnen Sie die Vektoren š = +bund
d == +. + . .

Aufgabe 3

wären ä, bund čkomplanar, dann könnte manč als LK aus ä, b darstellen, d.h. = +s .b. Die
Gleichung +y.▇ ▇ (homogenesLGS) hätte dann keine eindeutige Lösung. Wennä, b undč
Vektoren im Raum sind, dann ist die Determinante von ä, bund č gleich Null.

a womde nte-G) ())onteit
as gilt, wenn det (ä,b,) # O ist?b) Was

Aufgabe 4

Hält man ein Gummiband, wie im nebenstehenden Bild, so entsteht ein
Viereck im Raum, also ein Viereck, dessen Ecken nicht in einer Ebene liegen

müssen. Beweisen Sie, dass die Seitenmittelpunkte dieses Vierecks ein

Parallelogramm bilden.

liegen in
xt-Ebene-Komplanar

↑

a) ja binein

7

-



07
.

11
.

24

f : Ea
,,
an

,
as

,
aus Ebsbu

,
be

,
bi

f(az) = by fif"(br)) = f(az) = b

f(ba) =

auf(f(a))) =f(b) = a

(fog)(x) = f(g(x)
fog =g of

fi
y = x

Es2=x= (x) ==x

Es -v = x

f(y) = x



f : IR203 cR
+

x - y
= f(x) = x

A = EVater
,

Mutter
,
Sohn

,

Tochter = 41948
,
1976

,
1950

,
19783

I V40 150 S76 T10 in su bi

#V40 150 S75 The in su bi

IV40 150 S78 The in su bi

S E falls n geradefo : No /
, fin= I falls n ungerade

n fini
02

falls zo1 + f) = ( z -1zI falls
- 2

2i



fr (streng) monoton steigend et

x
, 4x2(f(x,)f(x) ↓

f(x)f(x) stung steigend
echtes"

frstreng) monoton fallend
x

,
3x =f(x ,)f(xz)

f injektiv x,x = f(x)ff(x)
Satz :

Jede streng monotone Funktion ist injektio.

Y

f(x) = x+2x + 3

- 2

-I X

x + 2x +3 = x+ 2x + 1 + 3 -1 = (x+ 13+2S(- 1; 2)

f : - 1 ; 0) - (2 ; 02 ,f(x =x + 2x +3f(x) = x =21

f : - 0=
- 1 - 2 i0

, f(x) = x+ 2x +3f(x) = - x - 2 -1



y
= x = 2x +3

y
= (x +1) + 2

y
- 2 = (x+ 1)

y
- = (x +11xx1

- 1 -x =

y
- 2

x =

-1 - y
- 2



11
.

11
. 2024

f(x) =- 1 - = 11 ,
x1

a) Injektivität
1X, X X

.

-1x2 - 1

( x,
- 11 < x2 - 1)
1 1

| x
,
- 1)) ka - 1)
1 1

-

(x
,
-11 (x2 - 1)
1 1

-1 -

1x
,
-1)

- 1-
142 -1/

f ist streng monoton steigen im 31 ; 02,
also ist f in 31; 02 injektiv.
6) Surjektivität in 3-0 : -1)
X71

x - 140 =) (x- 130 = (+ 3 = -+ = - 1 - +14
1

y
=

- 1 =

(x - 1)
=f(x)

1
>
x - 1

= - 1 -

y

=
Also f ist surjektiv in 3-0; -12.
G ist bijektiv.



1

1fi
Verkettet

(f f)(x) =f (f(x)

f(x) =- 1 - 11

1
-

MY ↓ X-1

-
-

-
-

-

-
-

-
-

I I
X

↑............,,,,,,........,
-

-
-

-
-

-
-

-
-

MY -W MY
-

-

-

-

-1-
- -

-

-

- 1

11 I

-.............
- I E I 0 = 31 ; 82

-

-

-

W=j -D; -1[ E
↑



Ges Onamtfunkti
MY
-

=
1 11......=



Hausaufgaben- und Übungsblatt

Thema: Umkehrbarkeit von Funktionen und Graphen

L. Berechnung von Umkehrfunktionen:

Bilden Sie zu folgenden Zuordnungsvorschriften die Umkehrfunktionen, falls notwendig für Teil-
abschnitte des Definitionsbereiches. Geben Sie auch jeweils den Definitions- und Wertebereich
mit an

3
) f( ) =+2, b) g(æ) = – 4x +4,c) (x)=1-— z+1 )

2. Graphen:

Gegeben sind die folgenden Graphen

G :=( (zy) RxR:y= |a –1|+1)G :=( (zy) |-1,1▇ 1:▇ ▇
Skizzieren Sie die Graphen G und G . Wird durch die definierende Gleichung eine Funktion
der eine Relation beschriebe

3. Eine parameterabhängige Aufgabe:

Bestimmen Sie die kleinste Zahl aE R, sodass die Funktion f(x) = – 2x –3 auf dem Defini-
jonsbereich D = (a, 4 umkehrbar ist. Wie lautet dort die Umkehrfunktion?

4. Beweisen oder widerlegen Sie:

b) f,g injektiv fog injektiva) f,g injektiv f+ginjektiv

Verkettung von f mit g. Beachten Sie dass fo g# gof gilt.Bemerkung. (fo g)(x) := f(g( )) heißt V

Sind die Funktionen gegebenenfalls auch surjektiv, und damit umkehrbar? Falls ja, wie sieht
die Umkehrfunktion aus?

5. Zum Begriff bijektiv:

Welche der folgenden Abbildungen ist bijektiv? Begründen Sie Ihre Antwort!

a) Jedem Studierenden am Studienkolleg Bochum wird sein Nachname zugeordnet.

b) Jedem Buch wird seine ISB-Nummer zugeordnet, z.B.: Lothar Papula, Mathematik für In-
genieure (Bd. 1), Vieweg-Verlag 1983 (5. Auflage 1990), ISBN 3-528-44236-0.

e) Es sei A := Menge aller Vereine in Bochum und B := Menge aller Men

f: A B, f(æ) = Vorsitzender von a

HA



f(x) = 2(x -2) + 1 Sei yelR : [ (x-2)+1 12
.

11
.
24

X
,
<x2 = X,

- 24x2 -2 = y
-1 = z(x -2)

3

= (x
,

-2) < (xz -2)3 =

2y
- 2 = (x-2)

=>2(x,
-2) + 1x(x -2) =>t

= x - z surjektiv
injektiv => x = 2+Cy

- 2

alsof ist bijektiv, d.

h
.

umkehrbar

:



Aufgaben zur Konvergenz von Zahlenfolgen

1. Angenommen innerhalb von 4 Stunden werden jeweils 25%
eines Medikaments vom Körper abgebaut und ausgeschieden.

Die wirksame Anfangsdosis beträgt 100 mg und wird alle 4

Stunden erneut gegeben

a) Wr bezeichnen die Medikamentenhöhe (in mg) nach t=4 n Stunden mit dn

Berechnen Sie mit dem Taschenrechner die Medikamentenhöhe nach 4,8,12,16 und

20 Stunden.

b) Wie hoch ist der Medikamentenhöhe (in mg) nach 2 Tagen?

c) We entwickelt sich der Medikamentenspiegel bzw. berechnen Sielim d .
n

2. Ein Quadrat mit der Seitenlänge 1 wird geviertelt und das obere rechte Viertel wird
abgeschniten. Das Teilquadrat unten links wird wieder geviertelt und wieder wird das obere
echte Viertel abgeschnitten. Dieser Vorgang wird iterativ fortgesetzt und durch die Folge derrech
Grafiken veranschaulicht:

a) Beschreiben Sie formelmäßig die Summen jener Flächeninhalte (fn), die nach n
Schritten abgeschnitten wurden.

b) Berechnen Sie diese Inhalte mit dem Taschenrechner. Die Zahlenwerte zeigen,
dass die Inhalte ständig zunehmen. Auf welchen Wert steuern sie zu?

c) Die Inhalte lassen sich als Differenz schreiben. Finden Sie eine Formel.
1

Begründen Sie damit, dass g=3 Grenzwert der Folge(1„) ist

d) Die abgeschnittenen Flächen
stehen mit der Restfläche
in Beziehung. Stellen Sie diese
Beziehung formelmäßig dar,
und bestimmen Sie so erneut
den Grenzwert.

fe(h) =
1-

futifult
-fu)



zu Beginn : n = 0 : do = 100
18

.

11
.
2024

nach 4Std: n = 1 : da = 100 + Endo = 15

nach o Std: n = 2 : d = 100 + 5 d, = 231
,
25

nach 12Std: n = 3 : da = 100+ da = 273
,
4375

nach 16 Std. n = 4 : du = 305
,
078

nach coStd. n = 5 : d5 = 328
,
808

lim dn = 400 rekursives Bildungsgesetzn)

diz = 100+ di =390, 5 dnte = 100 +&, do = 100

↓

g
= 100 + 5 -

g

g
- 3g = 10

+g = 100

g = 400

da = 100 + 5 . 100 = 100(1 + -)
d = 100 + = d,

= 100 + 3 . 100(1 + 5) = 100(1 + - + (i))
d3 = 100 + Ende

dn = 100. = 100.

kat,
Summe



(3 , ((), (3) konvergiert
, ↓ gegenle"
0
,
75

,
0,

56
,

0
,
42

,
0

,
31 ->O

100 .

1 -(
+

1 - 3n + 0 /
10.- = 1 . () = 40

·g ,191q,
1g(41() - 1491 Reihe

1 + E + E + z + j +...= 2



imS Oqk = g , 19

19
.

11
.

24

OgkDer
OgkOh

- g -g7

-- = 3-1-

im=

= I= - si
Sc = E =-g : 5 - 3

Sn = -sti Su = Sne + (e)"
explizites rekursives BG
Bildungsgesetz

LimSu=lin-)im

f ,

+ 2f+ + fz + 2fz ...

-st

1

E(f ,
+fu +

...) + 2

f, +fz +f +
....

->



Fachsprache und Übungen zur Vektorraumtheorie

Sei V ein Vektorraum und M := ( , 2, ., n) eine Teilmenge von V.

der Linearkombinationen (LK) von M die lineare Hülle oder der Spann.1

eißt die Menge alle

M = mamiM = ncR enl
Wenn die lineare Hülle von M den gesamten Vektorraum V ergibt, d.h. [M) = V, dann heißt M ein
Erzeugendensystem (ES) des Vektorraumes V.

Beispiel: Die Menge M

M-(C) (0).())
bildet ein Erzeugendensystem für den Vektorraum R?.

Besteht das Erzeugendensystem nur aus linear unabhängigen Vektoren, dann heißt es eine Basis.
Ein Vektorraum kann verschiedene, ja sogar unendlich viele, Basen haben.

Beispiel: Die Vektoren in By und By mit

=C) (0)). = ()).
wohl B als auch B eine Basis von R2.sind jeweils linear unabhängig. Also sind sov

Sur Erinnerung: Die Vektoren , 2,,, ▇ heißen linear unabhängig, wenn der NullvektorÖ nurZur
uf triviale Art darstellbar ist, d.h. alle Skalare haben den Wert Null.au.

( k* == = 0

Die Anzahl der Basisvektoren heißt Dimension des Vektorraum

Ein Vektorraum U, der eine echte Teilmenge des Vektorraums V ist, heißt Untervektorraum (UVR).

1. Basis in R2
Bilden die Vektoren eine Basis von R2?

() () () (--15)-20)

Formulieren Sie Ihr Ergebnis auch unter Verwendung der obigen Fachbegriffe.

2. Basis und Dimension von UVR in R3
Bestimmen Sie eine Basis und eine Dimension der folgenden Vektorräume

() a,bER, W :;= a E RV*=

20
.

11
.24

die Basis

[

ja nein

die



M = ((b)
,
(5))

:R,yER
(3) = 1 . (b) + 1 . (3) nicht

(5) = 1 . (5) + 3 . (5) = 7(b) + 0 . (3) = 5.(5) + 1 . (8) eindeutig

R = (() : x
, y ,ze/R] A c B Teilmenge

A [B Teilmenge
= (5) =(8)= (5) oder B

V= ()
,
(8) (5)] = [(5) : +

, yeR] < IR" A B Teilmengein
/ gleich B

(3) = 1 . (8) + 1 . (3) + 4(f) Erzeugendensystem (ES)
(3) = 3(b) + y(b) Basis

(5)
, (8) = V Basis = linear unabhängiges ES

IR
= (5)

, (), (g) echte
Teilmenge

(E)
,
(2)

,(5)er()
: +

,y, IR]

B = [())

(2) = (2 . (7) : 2t(R) = ((E) : ze() = V

l
.

u
.,
da es nure Vektor gibt



Aufgabe 1 Basis von IR

a) (5) (2) sind C
.
u

.
und die Dimension von IP ist 2.

I

(3)
,
(i) sind Basis von IR

6) (7) ,
(=) sind C

.

a
. (c) = - 5 . (4)

Teil von 112

(5) = 2 . (3) + s.(i)
2 = 1

5 = 32 + 4s 5 = E = t

Aufgabe z

V : = (() 1a,GeR] W : = (() laEIR}
B =(()

,
(8)} C

.

u.
B = [()}e .

u

dim V-2 dim W= 1

(2) = 5 . (9) (8) = 0 . (4)

↳ )EW = kann nicht durch
die Basis dargestellt
werden

(5) W



3. Vektorraum der (2x2)-Matrizen
Die 2x2-Matrizen bilden einen Vektorraum, wobei die Summe und das skalare Produkt komponenten-
weise definiert sind.

(* )* (; ) -( te ). ) -(rse r)d+h)'g

a) Geben Sie für

M:=(e ) a ad R)
eine Basis und die Dimension an.

b) Wir betrachten jetzt den Untervektorraum

N :-a ) + +ctd=▇
Geben Sie zu N eine Basis und eine Dimension an.

Begründen Se, das (? 6) sin Flmest vn N . Stllen Sie ieMatrixals LK der Beisvektore
dar.

4. Magische Quadrate

Eine quadratische Matrix heißt magisches Quadrat, wenn die Summen der Zahlen in jeder Spalte,
jeder Zeile und jeder Diagonale gleich sind. Die magischen (3x3)-Quadrate bilden einen Vektorraum
der Dimension drei. Sie dürfen das ohne Nachweis benutzen, aber warum ist das eigentlich so?

Zeigen Sie, dass

C )(
eine Basis dieses Vektorraumes ist.

Prüfen Sie, dasS

(, 4)
8 3

agisches Quadrat ist und stellen Sie diese Matrix als LK dieser Basis dar.

5. Raum der Polynome

od mit I, bezeichnet. Zeigen Sie, d

P := (1,1+ ,1+ + )
he Basis von II ist. Stelen Sie das Polynom p(x) = + 2x +3 bezüglich der Basis P dar. Gebeneine

Sie eine (einfachere) Basis und die Dimension an,

pk, 15. 11. 2024













Hausaufgaben- und Übungsblatt

Thema: Umkehrbarkeit von Funktionen und Graphen

L. Berechnung von Umkehrfunktionen:

Bilden Sie zu folgenden Zuordnungsvorschriften die Umkehrfunktionen, falls notwendig für Teil-
abschnitte des Definitionsbereiches. Geben Sie auch jeweils den Definitions- und Wertebereich
mit an

3
) f( ) =+2, b) g(æ) = – 4x +4,c) (x)=1-— z+1 )

2. Graphen:

Gegeben sind die folgenden Graphen

G :=( (zy) RxR:y= |a –1|+1)G :=( (zy) |-1,1▇ 1:▇ ▇
Skizzieren Sie die Graphen G und G . Wird durch die definierende Gleichung eine Funktion
der eine Relation beschriebe

3. Eine parameterabhängige Aufgabe:

Bestimmen Sie die kleinste Zahl aE R, sodass die Funktion f(x) = – 2x –3 auf dem Defini-
jonsbereich D = (a, 4 umkehrbar ist. Wie lautet dort die Umkehrfunktion?

4. Beweisen oder widerlegen Sie:

b) f,g injektiv fog injektiva) f,g injektiv f+ginjektiv

Verkettung von f mit g. Beachten Sie dass fo g# gof gilt.Bemerkung. (fo g)(x) := f(g( )) heißt V

Sind die Funktionen gegebenenfalls auch surjektiv, und damit umkehrbar? Falls ja, wie sieht
die Umkehrfunktion aus?

5. Zum Begriff bijektiv:

Welche der folgenden Abbildungen ist bijektiv? Begründen Sie Ihre Antwort!

a) Jedem Studierenden am Studienkolleg Bochum wird sein Nachname zugeordnet.

b) Jedem Buch wird seine ISB-Nummer zugeordnet, z.B.: Lothar Papula, Mathematik für In-
genieure (Bd. 1), Vieweg-Verlag 1983 (5. Auflage 1990), ISBN 3-528-44236-0.

e) Es sei A := Menge aller Vereine in Bochum und B := Menge aller Men

f: A B, f(æ) = Vorsitzender von a

A- ?

R =z
,
3144671

t = 273
,

15

e = 2
,

718281818

M-



f : IR < IR
, f(x) = 4x + 2

21
.

11
.
24

f : ( - R
, f(x) = 4x = 0

DAX 1 = 505

f(x) =
1 - x)

T
~

-

ex -1

(

-j
~ 1 -

ex -1
- 1

&je



assoziativ

25
.

11
.

24
A .BEB .A

a .

b = b . a kommutatio

a . (b . c) = (a . b) . C

alb +c) = (a +672 distributiv

-1

(fog) = g of
=

(A - B)"= B" ·A

as a
,, an

,
as

, ... Folge (geometrischI

C-
1- 0

,
50 = 1 - 4= - 3

=) t = as

Welche Wert hat do Ant1 = g
. An antg

·

(
= 1+ 2 + 4 + 8 + 16 +... geometrische Folge An=g.a

k = 0

- 97 = As

az = 00 . (5) au = (-)a"

as = (E)? . c= it . 2 = t



A. Dürers magisches 4x4-Quadrat.  

Das Quadrat von Albrecht Dürer ist wohl das berühmteste 
aller magischen Quadrate. Der Grund dürfte darin liegen, dass 
sich das 4x4-Quadrat auf Dürers äußerst geheimnisvollen 
Kupferstich Melencolia I aus dem Jahr 1514 befindet. Dieses 
Bild gibt der Forschung bis heute Rätsel auf.  

Interessant ist die letzte Zeile. In der Mitte steht 15 und 14, 
das Jahr, in dem der Kupferstich entstanden ist, sowie 4 und 1, also im Alphabet die 
Buchstaben D und A. 

Albrecht Dürer der Jüngere (21. Mai 1471 – 6. April 1528; Nürnberg) war ein deutscher 
Maler, Grafiker, Mathematiker und Kunsttheoretiker. Er zählt zu den herausragenden 
Vertretern der Renaissance. 

Wie in jedem magischen Quadrat ergeben die Summen der Zeilen, Spalten und der 
Diagonalen den gleichen Wert. Diese sogenannte magische Zahl ist 34. 

16 3 2 13  16 3 2 13  16 3 2 13 

5 10 11 8  5 10 11 8  5 10 11 8 

9 6 7 12  9 6 7 12  9 6 7 12 

4 15 14 1  4 15 14 1  4 15 14 1 
 

Aber die magische Zahl 34 taucht in insgesamt 86 weiteren Kombinationen auf. Einige sind 
hier dargestellt: 

16 3 2 13  16 3 2 13  16 3 2 13 

5 10 11 8  5 10 11 8  5 10 11 8 

9 6 7 12  9 6 7 12  9 6 7 12 

4 15 14 1  4 15 14 1  4 15 14 1 
 

16 3 2 13  16 3 2 13  16 3 2 13 

5 10 11 8  5 10 11 8  5 10 11 8 

9 6 7 12  9 6 7 12  9 6 7 12 

4 15 14 1  4 15 14 1  4 15 14 1 
 

pk, 15. 11. 2024 



Fachsprache und Übungen zur Vektorraumtheorie

Sei V ein Vektorraum und M := {!v1,!v2, . . . ,!vn} eine Teilmenge von V .

Dann heißt die Menge aller Linearkombinationen (LK) von M die lineare Hülle oder der Spann.

[M ] := spann(M) :=

{
n∑

k=0

rk · ṽk | rk ∈ R, ṽk ∈ M

}

Wenn die lineare Hülle von M den gesamten Vektorraum V ergibt, d.h. [M ] = V , dann heißt M ein
Erzeugendensystem (ES) des Vektorraumes V .

Beispiel: Die Menge M

M :=

{(
1
0

)
,

(
0
1

)
,

(
1
1

)}

bildet ein Erzeugendensystem für den Vektorraum R2.

Besteht das Erzeugendensystem nur aus linear unabhängigen Vektoren, dann heißt es eine Basis.
Ein Vektorraum kann verschiedene, ja sogar unendlich viele, Basen haben.

Beispiel: Die Vektoren in B1 und B2 mit

B1 :=

{(
1
0

)
,

(
0
1

)}
, B2 :=

{(
1
0

)
,

(
1
1

)}
,

sind jeweils linear unabhängig. Also sind sowohl B1 als auch B2 eine Basis von R2.

Zur Erinnerung: Die Vektoren !v1,!v2, . . . ,!vn heißen linear unabhängig, wenn der Nullvektor !0 nur
auf triviale Art darstellbar ist, d.h. alle Skalare haben den Wert Null.

n∑

k=0

rk · !vk = !0 =⇒ rk = 0

Die Anzahl der Basisvektoren heißt Dimension des Vektorraumes.

Ein Vektorraum U , der eine echte Teilmenge des Vektorraums V ist, heißt Untervektorraum (UVR).

1. Basis in R2

Bilden die Vektoren eine Basis von R2?

a)

(
1
3

)
,

(
0
4

)
b)

(
3
4

)
,

(
−15
−20

)

Formulieren Sie Ihr Ergebnis auch unter Verwendung der obigen Fachbegriffe.

2. Basis und Dimension von UVR in R3

Bestimmen Sie eine Basis und eine Dimension der folgenden Vektorräume

V :=

{
}






a
0
b



 | a, b ∈ R




 , W :=

{
}






a
0
a



 | a ∈ R






1

lernen

! Nullvektor
Linearkombination->



3. Vektorraum der (2x2)-Matrizen

Die 2x2-Matrizen bilden einen Vektorraum, wobei die Summe und das skalare Produkt komponenten-
weise definiert sind.

(
a b
c d

)
+

(
e f
g h

)
=

(
a+ e b+ f
c+ g d+ h

)
, r ·

(
a b
c d

)
=

(
r · a r · b
r · c r · d

)

a) Geben Sie für

M :=

{(
a b
c d

)
| a, b, c, d ∈ R

}

eine Basis und die Dimension an.

b) Wir betrachten jetzt den Untervektorraum

N :=

{(
a b
c d

)
| a+ b+ c+ d = 0

}

Geben Sie zu N eine Basis und eine Dimension an.

Begründen Sie, dass

(
2 2
2 −6

)
ein Element von N ist. Stellen Sie die Matrix als LK der Basisvektoren

dar.

4. Magische Quadrate

Eine quadratische Matrix heißt magisches Quadrat, wenn die Summen der Zahlen in jeder Spalte,
jeder Zeile und jeder Diagonale gleich sind. Die magischen (3x3)-Quadrate bilden einen Vektorraum
der Dimension drei. Sie dürfen das ohne Nachweis benutzen, aber warum ist das eigentlich so?

Zeigen Sie, dass 


2 0 1
0 1 2
1 2 0



 ,




1 0 2
2 1 0
0 2 1



 ,




0 2 1
2 1 0
1 0 2





eine Basis dieses Vektorraumes ist.

Prüfen Sie, dass 


9 4 5
2 6 10
7 8 3





ein magisches Quadrat ist und stellen Sie diese Matrix als LK dieser Basis dar.

5. Raum der Polynome

Die Raum der quadratischen Polynome wird mit Π2 bezeichnet. Zeigen Sie, dass

P :=
{
1, 1 + x, 1 + x+ x2

}

eine Basis von Π2 ist. Stellen Sie das Polynom p(x) = x2 + 2x+ 3 bezüglich der Basis P dar. Geben
Sie eine (einfachere) Basis und die Dimension an.

pk, 15. 11. 2024
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-

(5)
,
(5) =

spann ((t) , (8)) = <(5) : xEIR] < IR
-

27
.
11

.
24

lineare Hülle []
=: U

(8) = 1 . (5) + 1. (6)
(8) = 3 . (f) + 0 . (5)

()
,
(8) C

.

a. 1831 = 1 . 0-C .0 = 0 = Linear abhängig

[(E)] - Basis

[(f) = U dim U = 1 ES von U : (())
,
[(), (6)

l
.
u

.,
weil es nur ein Vektor erhält

M =(()
,
(5)

,
(g)} -IR dimIR= 3

1 . 2 . 9 + 1 . 4 . 1 + 3 = 2 - 12 - 9

18 + 4 + 1 - 21

22 - 20 = 2

= 1 .1 = 838-62.

2. ( +s.() +t() = (5)
2 + s + t = 3

2 + 2 + yt = 4

2 + 38 + gt = 5



M = (()
, (5) , (3), (57)32. a

. () = 2 . (5)
⑪ Vektoren in14 Mist keine Basis

M'=(()
,
(5)

,
(:)) C .

a
.

- 8 + 16 - 8 = 0 = 1 .
a.

41 - 2

g==161
M =(()

,
(93 C

.

U
. M" EIR dim [M"] = 2

Teilmenge
U= ((b)((R : x +

y
- z = b) = z =x +y ETeilmenge oder gleich

=((y)E(" : x
, yERRY = lechte Teilmenge)

e undnichtETeilmeng
= (x(b)+ y . (2) : x

,ye/R] = gleich
= [()

,
(2)] Erzeugenden System von U

Basis von U

dim U = c Untersektoraum des Vektorraums R
dim IR" = 3
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2 2 yc
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↓
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.
6
kommt in

#

A Je der Klausur
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*

2
vor

816

57A = 392

M = [()
,(

Menthält magische Quadrate
dim [M]= 3

2 .() +2)S
22

,
+ 22 223 2

,

+ 22 + 23 22z= 0

22 + 22 2
,
+2+ 2 1 22

,
= (023 =0S

2
,

+ 23 22
,
+22 22 + 22s

22, = 0

2 = 0

21 = 22 = 23 = 0 = linear 2. 0+222 =0

unabhängig 22 =0
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Übung zu geometrischen Folgen / Reihen

M

Bild des Schweizer Künstlers Eugen Jost, geboren 1950

a)Berechnen Sie die Summen der Flächeninhalte / Umfänge aller Quadrate, wenn das größte
Quadrat die Seitenlänge 1 hat.

Wie viele Quadrate müssen wir summieren, damit die Summe der Umfänge mindestens 10b)

ergibt?

MiMz=. = E = ge
MzP = m . t
QP=.. = 2 . t = t

4) +m + ()) =

=
st = 4

E

Sn=
A
U=" = 4. = 8+= 13 ,6

Un= 1

gle gutt
n = - zlog(5e- 6) +3 = 2

,
8

n = 3



Übungen zu geometrischen Reihen / Folgen

Verwandeln Sie unter Verwendung der geometrischen Reihe 0. in eine rationale Zahl.1.

Bei einer geometrischen Folge ist b4 = 162 und by = 4.374. Das wievielte Folgeglied ist2.

bn = 258.280.326 ?

Gegeben ist ein Quadrat der Seitenlänge 1. Es3.
1. -

wächst in jedem Schritt um ein weiteres Quadrat, wobei
die gemeinsame Begrenzungslinie entfernt wird. Der

0.5

Flächeninhalt fh und der Umfang lassen sich als
geometrische Summe darstellen. Berechnen Sie jeweils
den Wert für n c .—

Berechnen Sie die geometrische Reihe4.

1 2 — 8k

Für welche xER konvergiert 1+ (x – 1) - + ( – 1)2 + ( – 1)3 + ….. ?

fn=
imfr

162
=2

Go=
g

=3 D 10,
50

.
25 0

,
125

En = beg 1

-(ik=

1- =

4

256280326 g
= 4

3

3= 6 k= 0 -1 40 = Y

u = 4 +
I

n
= 17

Uz = y+ 1 + 2
Un = 4 + 1 + 2+ 4

Un = 4+

-
= 3=

=

I

divergieren

falls 1x 111=
-12x-11

0x22

-x



ex_=+
x = 1 : e = 1+ 1+ 5 + = + 2



0
,
05 = 0

.
09 + 0

,
0009+ 0

,
00009

9

=o + 100000 +
1000000

= 9.=(=

- k+ 1 07
. 2k2

k= 1

36-
=

( 9 . 3
= 16=1)=1



Für alle Epsilon positiv existiert eine reele Zahl n0, sodass für n > n0 gilt: 
die Folgeglieder an liegen in der e-Umgebung von g.

Konvergenz einer Fall
02

.

11
.
24

an = F : 1,
,
5

....
+ 0

,
n + 0 konvergent

an =(:, F, ... o, n - 0 konvergent
an = (1) : -1

,
1,1 ,

1
, ... divergent

an = n2 1
,
4

,
9

,

16,... divergent
↳streben "( ↓

gegen uneigentlich
konvergent gegenunendlich (n)

Definition 1 : (math)

Eine Zahlenfolge (an) heißt konvergent gegen den
Grenzwert g:

- >07 neR V na no : lan-gle

lan-gkE
- EXan-g(E
g

- Ean(g + E Umgebung
an=g

- E
, g + El = Ua(g)



ama

au

g
**

xxxx 3)Umgebung
111 11 in

n 4 < h

an (-1)h
1

1 - xx X XX

in

- 1 - x x x x

fast allee d.

h. alle bis auf endlich vieleAusnahmen)
fast alle mehr als Unendlich

f .

a.



Eine Zahlenfolge (an) heißt konvergent gegen den Grenzwert g, genau dann, 
wenn |an-g|<e

Definition 2 : (sprach .)

lim

Beweis :

Sei> o

lan-gl
=1 -ol = 1) =E Es no : = Ech

E = 0
,
25 = E D

.

E
.

D.

no
= 2 = 4

n > 4

ai = E = 0
,
2 < 0

,
25 = 21 (w)

au = E = 0
, 25 70

,
25 f)



Ein Gedanken-Experiment: 

Dieses Hotel, einsam und landschaftlich reizvoll gelegen, besitzt unendlich viele Zimmer, genauer 
gesagt: abzählbar unendlich viele Zimmer. Sie sind mit den natürlichen Zahlen 1, 2, 3, ... 
durchnumeriert. Wir nehmen der Einfachheit halber an, daß alle Zimmer Einzelzimmer sind, wie 
überhaupt in der ganzen Geschichte nur von Einzelzimmern die Rede ist. 
 
Eines Abends ist das Hotel voll belegt. In jedem der genannten Zimmer wohnt genau ein Gast. Da 
kommt ein weiterer müder Wanderer daher und bittet um ein Zimmer. Der Portier weist ihn ab, da 
das Hotel ja voll  belegt ist. Der Wanderer ist recht verzweifelt, es regnet draußen, und er ist zum 
Umfallen müde. 
Gerade will er sich wegwenden, da kommt der Hoteldirektor gelaufen, herrscht seinen Portier an: 
“Wie können Sie den Mann wegschicken?” und sagt zum Wanderer dann: “Aber selbstverständlich 
können wir Ihnen ein Einzelzimmer geben.” 
Wie macht er das? Nun, der Leser ahnt es wahrscheinlich: 
Der Hoteldirektor bittet den Gast aus Zimmer 1 in Zimmer 2 umzuziehen, den Gast aus Zimmer 2 in 
Zimmer 3, den aus Zimmer 3 in Zimmer 4 usw. Die Gäste sind alle die Liebenswürdigkeit selbst und 
wechseln auf diese Weise die Zimmer. Zimmer 1 ist dann freigeworden. In dieses Zimmer zieht der 
neue Gast. Alle übrigen Gäste sind aber ebenfalls in Einzelzimmern untergebracht. Nun kommt ein 
Bus mit 30 neuen Gästen. Portier winkt ab, Direktor greift ein. Natürlich werden alle Gäste um je 30 
Zimmer weitergerückt, und die Busgesellschaft erhält die ersten 30 Zimmer. 
 
Dieser Abend ist sehr unruhig, denn nun fährt ein Bus mit abzählbar unendlich vielen Insassen vor. 
Was tun? Unser braver Portier ist verzweifelt, der bewundernswerte Direktor hat aber wieder sofort 
eine Lösung. Sie auch? Natürlich wird wieder umgezogen. Aber wie? 
Mit ausgesucht höflichen Worten und dem Versprechen eines kleinen Preisnachlasses auf das 
Frühstücksei, veranlasst er die folgende Nachtwanderung: Der Gast aus Zimmer 1 zieht in Zimmer 2, 
der aus 2 in 4, der aus 3 in 6, kurz: der Gast aus Zimmer n zieht in Zimmer 2n. Es bleiben die Zimmer 
1, 3, 5, 7, ... frei, in die dann die abzählbar unendlich vielen Businsassen ziehen. 
 
Schließlich kommen abzählbar unendlich viele Busse mit je abzählbar unendlich vielen Personen an. 
Unser Portier hat inzwischen gekündigt. Der unschlagbare Direktor dagegen stellt alle Businsassen in 
Form eines “unendlichen Rechtecks” auf dem Vorplatz auf, siehe Figur auf der Rückseite, und verteilt 
rote Nummern 1, 2, 3, ... nach dem Cantorschen Diagonalverfahren, d.h. entlang des gezeichneten 
Streckenzuges.  
Damit sind die neuen Gäste mit 1, 2, 3, ... nummeriert, und das vorangehende Verfahren kann 
angewendet werden. 

Zwar wird erzählt, dass einige Gäste schon gar nicht mehr ganz in ihre neuen Zimmer gegangen 
wären, sondern frierend oder in Decken gehüllt auf den nächsten Umzug gewartet hätten, doch muß 
dies als üble Verleumdung abgetan werden. Auch dass das Gerücht, dass der Portier anschließend 
schreiend in den Wald gelaufen sei und geschrien habe: “Nur kein Kontinuum!”, muss in das Reich 
der Fabel verwiesen werden. 



 

Die Geschichte lässt sich mathematisch viel kürzer schreiben: Mit der Abkürzung ℵ0 (Aleph 
Null) für abzählbar unendlich gilt: 

ℵ0 + 1 = ℵ0,          ℵ0 + 30 =  ℵ0,           ℵ0 +  ℵ0 =  ℵ0,             ℵ0 ∙  ℵ0 = ℵ0 

 

Aufgabe: 

Diskutieren Sie – unter Berücksichtigung des Hilbertschen Hotels – die Fragestellung, ob es 
mehr rationale als natürliche Zahlen gibt.  

Und wie ist das, wenn wir die Mengen ℕ und ℝ vergleichen? 



Konvergenz ist eine an einem Grenzwert 
annähernde Zahlenfolge.
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M =((9) : a
,
b

,
c

, deIR]

dim M = 4

M = [(58)
,
(88)

,
(18)

,
(89)]

N =[() : a
,

6
,

c
,
deR : a+ b + c +d= 0) M

dim N= 3

a+ b + c =
- d

N = [( --1.c) : a
,

b
, ctIR)

N = [()
,
(8)

,
(2 ?1)] Lineare Hülle = Menge alles

linearen Kombinationen

Bu = <(1)
,
(8)

,
(221)} Menge

( -2) = (88) ( -) EN
H

2, = 2= 2, = 0

↓
3 Matrizen sind linear

unabhängig

(2) Ey

3 . (21) + 2 .(1) + 7 . (221) = ( -2)



a+ba- b-ca+ C

a b + ca a+ b +c = a
,
6

,

2 = 3 Dimension

a - ca+b+2a = b

f(x) = an + a
,
x + x

quadratische Funktion

Polynom 2
.

Grades

Tz = [ao + a
,
x + x : ao

,
a
,

a
, e/R3

B = (1
,
1 + x

,
1 + x +x ycπ

(2 ,
+ 2c+ 23) + (2 + 2s)x + 2 . x" = 0

↓
2, = 2 = 23 = 0

dim Te = 3
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an=
an==

lim=

Beweis :

an bu E
Sei >

lan-o=I - = In== =in

R
.

E
.

D.

E= : no = 2 = co

al== F = 0
,
049710,

1

E(1)En

E) 0 < En-n-1 + E

#Es
Es 1+ - E(E(n - E)2
E) E + T -1(n-)
E) 2 + 2 - 1 < n- E

: No ↳+ - 1 + En



E=o

no = F+-1 + 5)=4 + 5= 10
,
8

11 + 1

911 = 11 + 1= = 0
,
0980

,
1

Klausur

Analysis Vektorzechnung :

1

. Bijektiv 4. Dimension
,

I
.

u
.

/C
.
a

,
Basis,

2
.

Geom
. Folge /Reihe Erzeugende System

3
. Konvergenz UR : IRIR R

, polynome (Th),
Matrize (m)

↓

magischerQuadrat

nit divgent/ uneigentlichen
n2

ni +1 51 = 0





Hausaufgaben- und Übungsblatt
Thema: Konvergenz von Folgen

1. Geomet risches Wachstum:

a) Eine Stahlkugel, die aus 1 m Höhe vertikal auf eine Stahlplatte fällt, erreicht nach dem
Auftreffen 95% der vorherigen Höhe

1. Welche Höhe erreicht die Kugel nach dem fünften Aufschlag noch?
2. Welchen Weg hat sie bis zum fünften Aufschlag zurückgelegt?
3. Welchen Weg legt die Kugel insgesamt zurück?

Ein Quadrat der Seitenlänge 1 wächst wie im Bild angedeutet. Täglich kommt eine Genera-b)

tion neuer Quadrate hinzu. Die täglich hinzukommenden Quadrate haben nur noch ein Drittel
der Seitenlänge der vorangegangenen Gemeration. Zeigen Sie, dass der Flächeninhalt den Grender
wert 1.5 m hat.

Rekursiv definierte Folgen:2.

Gegeben ist die rekursiv definierte Folge (an) durch

= v -a =1,▇
Berechnen Sie die ersten Glieder der Folge mit dema)

b) Ist die Folge (an) konvergent? Wenn ja, gegen welchen Grenzwert?

Die Bedeutung von und no:3. 1

Geben Sie für die genannten Folgen (a„) einen Index no(e) an, ab dem la / <e gilt. Berechnen
Sie die Werte no(0.1) und no(0.01):

c) 0.99"b)a) -= d) in(In(n))+2) +I

4. Konvergenzkriterien:

Untersuchen Sie die angegebenen Folgen auf Beschränktheit und Konvergenz, und geben Sie
gegebenenfalls den Grenzwert an. Benutzen Sie die Grenzwertsätze, das Einschnürungsprinzip
oder das Vergleichskriteriu

n+n +1 c) n-1 . arctan n d) "+▇b) 10+0.5"a) -
n +1

HA bis Mittwoch



Übungen zu unbestimmten Ausdrücken

1. Berechnen Sie:

lim ( 9n + 2n +1– 3n)

Berechnen Sie:2.

(-lim n*

= 5

gn+ 2n + 1 - gn
-

2+
[r- ro]

gr + 2n + 1 + 3
=

g + E + E +3
10)stz =

gu2 + 2n + 1 - 3h =



o 09 .

12
.

24
=

((-1) · E)nen : -1,, -5,

- 1

X
X

X

x
x

+
x

x
+ +s neN

X

X --1

noch

1 [5]
: - 1

,
2

,

- 3
,
4

,

-5

nicht uneigentlich konvergent
1-1)4 . En divergent

= (1) : - 1
,

- 2
,

- 3
,

- 4
,

-5 divergen
uneigentlich konvergent gegen

-s

[0] E =-- = + 0 ↳ nicht definiert

1

FAn = :

-> D



Übungan
uneigentlich konvergiert

An : -8; -9; -10, 66; -12,5; -14, 4 ; -16, 33 gegen
-A

n. -[],
- -Es An==

>* - E
[N - m]

n +1 - ni0

n(n + 1 - n)[0
.0] ?

n+ n
- n2(0

-

1

(a - b) . (a + b) = ab

n(n + 1 - n)0)n + 1 + n)
=
un(n + 1 -n)]1

(n + 1 + n) n + 1 +m 1 + E + 14
+E = E

An = n . (4+ -2) n(
n+1 : h3 =or ==

an = n + 4

n+ 1[8]n + E 2

an = n + 4
=

1 + m
n = E= in

an=n = bun

limanco : limulima.
n n -- x



in
1 + 2 +3+... + n =

Gauß Formel
lim=Ener
n -0



beschränkt, aber divergent

monoton, aber divergent

(an) beschränkt nach oben und monoton steigend

Monotoniesatz: Jede monotone und beschränkte Folge ist konvergent.

kleinste obere Schranke

10
.

12
.
24

unbestimmte
Ausdrücke : + . 0

,
0-a.

Su
----S S2

S

S

I

-
.........

~
-

-
↑

·

↑

L

·

~

-

>1+ 0 = 1

> D

1) Ant1 AntAn ,
d

.
h

.

(au) ist (streng monoton steigend

U

an =

n + 1
=+hi = 1 - ne11

An <1
.

d
.

h
. an ist nachbin beschränkt durch 1

Also ist (a) konvergent



limanlim=

An + 1
= Fan + 1

,
an = 1

1
,
5 ,, an

An+ 1= an + 1

= E+ - + E = 1 = An + 17 An
an an



Gerade 11
.

12
.
2024

1Y

y = mx+ b g
%

M

= 1
⑧ X

D

Ortsvektor

(y) = (mi e = (8) + x . (m)
B
Z

A
v

A
1

Z

M

L Richtungsvekto
D

-y
-X

i B

c i = 5C = DÄ+B = a + Ei
A ⑨

~ z =B= a - 1.-

->D a= DA
B

D

-y g
: (2) = a + zu

,
zeIR

-X vektoriale Darstellung
einer Gerade



A(1 ; 2 ; e) B(3 ; 5 ; 2) A
,

BER

g
:(2) = (5) + 2 . (9)

im Hintergrund

2

·
gi

ga 9 , ga
schneiden gig2

parallel sich kopunktual identisch Windschief (insd

A( - 7 ;
= 5 ; 8)

g: (2)
= ( - ) + z(-)

(- ) + z(-2) = ( =j)
2(b) = ( =j) - (= )
2(2) = (=,)
52 =

- 10 =) 2 =

- 2

22 =

- 4 => 2 =

- 2

- 32 = 6 => 2 = - 2

A liegt auf der Geraden

Aeg



Lineare Algebra mit Analytischer Geometrie - Arbeitsblatt Parameterdarstellung von Geraden

r= 2

= ?

Gerade g in vektorieller Form
(Parameterdarstellung)

= (r)= ay

)
Ortsvektor(en)

r=0
2

aktor |

AB Richtungsvektor

1. Ist g eine Gerade und sind A und B zwei Punkte von g, so gilt: Ein beliebiger Punkt P von g hat den
Ortsvektor p = à+ mit re R, weil die Punkte A, B und P auf der Geraden liegen, bzw. weil die
Vektoren AB und AP kollinear sind.

Allgemein nennt man die Gleichung ž(7) = + eine Geradengleichung in Parameterform der
Geraden g (mit Parameter r). (Sprachlicher Hinweis: Machen Sie sich klar, dass der unbestimmte Artikel
eine hier richtig ist. ]

Welche Punkte liegen bei r = 0 und r= 1? welcher Parameter r gehört zum Punkt P?

2. In der Analysis nennt man eine Gleichung der Form y = m X+neine lineare Funktion, bzw. den
Graph der linearen Funktion eine Gerade. Geben Sie zu dieser Geraden die vektorielle Darstellung an. Was
sind in diesem Fall Stützvektor, Richtungsvektor und Parameter?

Die beiden Gleichungen des linearen Gleichungssystems (LGS, vgl. Kap. 1) der Form3.

bya 11 ta12
u1 + a 2a 1?

können als Schnittpunkte von Geraden interpretiert werden. Machen Sie jetzt (noch einmal) eine Aussage
über die Anzahl der Elemente der Lösungsmenge.



5 *3

Se r heiEA addr Geaden g= (-;)t liegt? Diese2r
2 -3/

Aufgabe nennt man Punktprobe. Formulieren Sie zunächst eine Bedingung dafür, dass A auf der Geraden
liegt.

5. Geben Sie zwei (verschiedene) Parameterdarstellungen für eine Gerade g an, die durch die Punkte
A (1|-2|5) und B (4|6|-2) verläuft. [Beachten Sie noch einmal den sprachlichen Hinweis von Aufgabe 1].

6. Geben Sie eine Parametergleichung einer Geraden an, die durch den Punkt P geht und parallel zur
Geraden h ist.

- A -) )a) P(o0), = (()=()) +e:()

7. a) Geben Sie eine Parametergleichung von den beiden Winkelhalbierenden zwischen der 1-Achseund
der X-Achse in einem ebenen Koordinatensystem an.

b) Welche besondere Gerade wird durch die Parametergleichung g (t)=t ▇ () peschrieben?

Zeigen Sie am Beispiel voan g= ( ) =) + :(), wie man useiner Parametergleichungeiner
Geraden die Steigung und den Abschnitt auf der y-Achse von g bestimmen kann.

9. Geben Sie eine Parametergleichung derjenigen

Geraden an, die durch die Raumdiagonale im
nebenstehenden Bild festgelegt ist

Legen Sie zunächst ein geeignetes Koordinatensystem
fest.

10. Beantworten Sie die Frage:; „Was ist eine Gerade ?"

g = =(x) = ( ) + x(E) = (= ) . (1 + 1)

g =(t) = (i) + t(i)



A(1 ; - 2 ; 5) B(4; 6 ; - 2)

#(2) = a + 2. 4)

g .. = (2) = (= ) + 2(-)

ge : = (2) = (2) + 2( =y)

h : = (2) = (i) + 2()
g :(2) = (b) + 2)
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Wo = 0

w=33)
we = [3(+3 + 3).

Wi = 3. 3 .(
Ws

,
= 51

,
7

im W = 3(1)

Wn
+ 1 = 0

,
96(Wh +3)

↓ ↓

g
= 0

, 96(g + 3)

00499 7



an =
2n +1 Internn2 -

< An <3

an

=I
monoton steige die

ant
,

0
.
61 an = monoton

Leonhard Euler 1 : Bernoulli

an = (1 + =) (1+a) = 1 + n . a

Ant(+ ) =(
=(=ht
= (1-- )=
= (1-). = m - = 1

Ant 1 anan die Folge ist monoton steigend



bn = (1 + b)
+ 1

= (1+ E)(1 + E) = au(1+ E) > an

On X Andy
On

* 6
,

= 4
*

xx
*

+
x xxxx x + *

+ + x + x x

x +
x

+

xx
X

X an



N

13000 m2 . 1
,

078
= 1700000 m

k = 0

n + 1

13000m3
1 - 1

,
07

= 1700 Doom
1 - 1

.
07

n + 1

1
,
7 . 18° m3 1 - 1

.
07

I

1
,

3. m3 - 0
.
07

-191-1 ,
07

n + 1

n + 1

= 1
,
07

n + 1 = log() = 34
,
2 im 34 Jahr

-

nach 33 Jahre

n = 0 1
.

Jahr
n = 1 2

.

Jahr

n = n n + 1 Jahr



2aat kausds
1 Geometrisches Wachstum (25 Punkte):

a) In einer Gemeinde fallen im ersten Jahr nach der Fertigstellung einer Mülldeponie 13000 mMüll an, im zweiten Jahr 13910 m . Das Wachstum der anfallenden Müllmenge erfolgt ged
metrisch. Insgesamt bietet die Mülldeponie Raum für 1700000 m (die Summe aller Müllmengen).
Nach wie vielen Jahren muss die Deponie geschlossen werden?
b) Berechnen Sie:

( )4k,

c) Gegeben ist die folgende Quadratetreppe. Das äußere Quadrat hat die Seitenlänge 1 und die
Quadrate werden in jedem Schritt halbiert. Berechnen Sie den Umfang der schraffierten Fläche,
wobei der Prozess gegen Unendlich gedacht ist.

Viel Erfolg :)

2. Konvergenz von Folgen (25 Punkte):
a) Untersuchen Sie auf Konvergenz. Begründen Sie dabei Ihre Vorgehensweise.

Vntim. pn+ Vh– n –+22 ) "n +1-1 "*lim
m – 2)3’

b) Stellen Sie das Monotoniekriterium anhand der Folge a dar.
2n

an = - +1n –

e) Zeigen Sie, dass fast alle Folgeglieder der Folge von b) in jeder Umgebung von 2 liegen. Wie
viele Folgeglieder liegen auierhalb des Intervalls 19, 21?

(5)
q

=B = 1
,07an = 13000m2 . 1

,
07

,
n EINo

:Ent
=>+

4
. (4(E -1) =

k = 1

= 4(2 - 1) = 4



von ko k=o 16
.
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24

-) - 1) = E . ( - ) = - i =
=-

k
=
0k = 1

2=-1 =

1200 Bäume
20 % sterben pro

Jahr

+ 150 Bäume pro
Jahr

1 : 0
,8(1200 + 150) = 1080

2 : 08(1080 + 150) = 984

3 : 1
, 870 ,

8(0,8(1200 + 150) + 150) + 150

0. 8 . 150 + 0
.
8.150 + 9, 33 . 150 + 0

.

83 . 1200

n

k
Nu = 150
.
9 + a.o

limN = 150 (-1) + 0 . 120

= 150 . 4 + 0 = 600



bo = 1200

6, = 71200 + 150

G = 56,

+ 150 = =(5 - 1200 + 150) + 150 = (4. 100 + 7 - 150+ 150

bu + 1
= 5 bn + 150

n - 1

k
Nu = 150. + 1200= 15 k + 8)

lim = 150 : + 0 . 120

= 750

g
=Eg + 150

Eg = 150

g
= 750

5



(1 + 1)4[13e

(=( " =

= (1 + -) = (1 + 14m
+ 2

= (1 + z)2 . (1 + -)um
m =

n = 2

(=) n = um + 2
Y

n- x

mi

M 4

> e . 1 = e

[r - 1] n +m - (n -m) con [
=

n + n - n - n =

inter in

2= -Händ 1 + 1
= 1



Vektorr
i

3. Umkehrbarkeit (25 Punkte):
a) 0Geben Sie ohne Begründung an, ob die folgenden Funktionen injektiv, surjektiv oder bijektiv
sind. Es gilt

A := (Peter, Corinna, Lucas, Tim)B:= (Netflix, Sky, Prime, Daznf
Die Funktion f: A B ordnet jedem Familienmitglied ein Abo zu.
o Peter hat ein Abo von Netflix, Corinna eines von Sky, Lucas besitzt ein Abo von Prime
und Tim von Dazn

Peter hat ein Abo von Prime, Cori DU VUII Ky,JuC▇ und Tim teilen sichein Abo von Netflix

b) Da Tim zuhause ausgezogen ist, gilt jetzt À := (Peter, Corinna, Lucas). Begründen Sie,weshalb die Funktion f: Ā B nicht umkehrbar sein kann.
c) Skizzieren Sie den d Graph der Umkehrfunktion in das Koordinatensystem.

d) Geben Sie einen Definitionsbereich und einen Wertebereich an, sodass die Funktion f mit
dem Term

f(z) =2+(z-- 3)
mkehrbar ist. Geben Sie den Term f–1(x) explizit an.

Welche Monotonie hat f-1 in ]3, |?Eine Begründung reicht.

müssen gleichmächtig sein

-

&

-

D = j- x ;3[w = 32;[

W
1111111181433x

Seigfstin Dist
in D it

eine

Ey - z =E
(=)(x-3)"=
()(x -3) =

y - z
3 - x = yzx + 3 - yz =f -7(y)



4. Vektorrechnung (25 Punkte):

a) Die Menge M beschreibt einen Untervektorraum in R

| a, b,ERM :=

Geben Sie eine Basis und die Dimension von M an. Beweisen Sie, dass die Basisvektoren linear
unabhängig sind.

b) Gegeben ist die Geradenschar Ja mit

()+a (r)*=

. Welche besondere Lage hat ga für a=0

. Für welchen Wert a ist R(–18|5| – 5) ein Punkt von ga
c) Die Vektoren , sind nicht kollinear. Stellen Sie den gemeinsamen Punkt der Geraden

h= (r)= 2. ▇ ▇( ) = +r ,

als Linearkombination von , dar.
Wiel Erfolg :)

cR

a) B = [() ,
(2))

,

dim M= 2

·)
,
(8) = (a .( +6() : abe) = (() : abeR] = M

2. (f) +2)) = () = () =(8) h . (2)
,
(8) sind eu

b)a = 0 ~
Z

go
::(2) = (3) + 2()

I
- ....- < Y

Xh

R(-18; 5; -5) Ega

(2) +2(-) =[E
52 = - 20 2 =

- 4

a = 1
2 = -2()= E - az = zu

a . z = a - 5



Also R e ge

2) g
: E (2) = 8 + 2 . i

h : * (2) =2 + 2 . 5

g
= h

E + 2 .u = 2+ g.

E + zu- 24-s . v=

G- 2). + (1- 3).= lineare Kombination von und

! und sind Kollinear = linear unabhängig
2 - 2 = 0 2 = 2

1 - S = 0 3 = 1

g(2) = E + 2 . i

h(1) = 24 + E
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an=
2n+ 2

an h =1

d
.

h
. an+1 an

,

d
.
h

.

monoton steigend
2n

An = n +
1 = 2

,
d

.

h . (an) ist nach oben beschränkt

2h

An = n + 1
< 22h)

Nach dem Monotoniesatz konvergent ,

weil...


