








Aussage ist math. oder sprachliche Formulierung, die wahr (w) oder falsch (f)
ist.

dquivalent / die Aquivalent: A <=> B ‘ J
Implikation: A=>B/B => A N\ m
Mit A \V pj 00{01

A: es regnet

B: die StraBe ist nass -—] A l’\;\:(ﬂ’\.‘e

A=>Bw, B=>Af

Wenn zwei Aussagen nicht aquivalent sind: </=>

Nullstelle ~ Xo f(x0) = 0

Ko )(| a



Arbeitsblatt

1. Mathematik und Sprache

»Auch ein mathematischer Text ist ein Text in deutscher Sprache.”
(A. Beutelspacher, Das ist 0.B.d.A. trivial, Vieweg-Verlag, 1991)

Welche der folgenden Aussagen sind dquivalent? ( Kreuzen Sie an! )

A % Es gibt eine Nullstelle.

® O Es gibt genau eine Nulistelle. A =Y </
C & Es gibt mindestens eine Nullstelle.

2 AWas unterscheidet Mathematik von den Naturwissenschaften?

Diskutieren Sie diese Frage anhand der
folgenden Fragestellung:

Ein Schachbrett hat 8:8=64 Felder. Nimmt man
zweigegeniberliegende Eckfelder weg, bleiben 62
Felder tbrig. Kann man 31 Dominosteine, die jeweils die
GréRe zweier Felder haben, so legen, dass sie das
unvollstandige Schachbrett ganz abdecken? (s. Abb.)

Literatur:

W. Blum, Was ist was (Bd. 12), Mathematik, Tessloff-Verlag,
2001.

3. Aussagen und Aussageformen

Eine Aussage ist eine sinnvolle sprachliche AuRerung, die entweder wahr oder falsch
ist. Eine Aussageform ist eine Aussage, die mindestens eine Variable enthalt und die

zur Aussage wird, wenn man fir die Variable eine Zahl aus einer Grundmenge
einsetzt.

a) Was sind Aussagen?

o = Guten Morgen B = Mein Name ist Peter Kubach

b) Der Mathematiker und Astronom August
Ferdinand Mébius (1790 — 1868) entdeckte eine
Flache, die nur eine Seite hat. Das nach ihm
benannte Mdbiusband (siehe Bild) findet man zum
Beispiel in der Biochemie, wo DNA-Strange
(Nucleinsauren) so aufgebaut sind.




Geometrischer Beweis

Es sei m V2 = n, wobei m:n die kleinstmdglichen Zahlen sind, die keine gemeinsamen Teiler haben.
Dann ist 2n2= m2, d.h. der Flacheninhalt eines Quadrats mit der Seite m ist gleich der Summe der
Flacheninhalte von zwei Quadraten mit der Seite n. Legt man die kleineren Quadrate in die
gegenlberliegenden Ecken des groBen Quadrats, so ergibt ihr Schnittpunkt ein neues Quadrat mit der
Seitenlange m - 2(m - n) = 2n - m. Die unbedeckten Teile des Quadrats sind ebenfalls Quadrate mit der
Seitenlange m - n. Aus der Gleichheit des Flacheninhalts des Quadrats mit der Seite m und der Summe
der Quadrate mit der Seite n ergibt sich, dass der Flacheninhalt des Bereichs der Ebene, in dem sich die
Quadrate uUberschneiden, gleich dem Flacheninhalt der nicht abgedeckten Flachen im Inneren des
Quadrats ist, d. h. (2n - m)2= 2(m - n)~2. Daraus folgt, dass V2 = (2n - m) : (m - n). Das heiBt, die
Zahl V2 |asst sich als das Verhaltnis von ganzen Zahlen darstellen, die kleiner sind als m und n, die
bereits die kleinsten waren! Wir haben einen Widerspruch.

Algebraischer Beweis

Wenn V2 als Bruch ausgedriickt werden kann, dann kénnen wir ihn als das Verhaltnis der natlrlichen
Zahlen a und b schreiben, ndmlich V2 = a:b , wobei a und b keine gemeinsamen Faktoren haben (d.h.
der Bruch ist irreduzibel).

Wir multiplizieren die Gleichheit mit b und quadrieren ihre beiden Teile.
Wir erhalten 2b”~2= an2.

Da der linke Teil der Gleichung gerade ist, muss a2 durch 2 teilbar sein, und das ist nur mdglich,
wenn a gerade ist.

Wenn a gerade ist, kdnnen wir es als a = 2c¢ darstellen.

Aber dann ist 2b”2= 4c”2, was bedeutet, dass b~2= 2c/2 ist, was wiederum bedeutet, dass b gerade
ist.

Wir haben also herausgefunden, dass a und b gerade Zahlen sind, aber das widerspricht der Aussage,
dass der Bruch a:b nicht reduzierbar ist.

Dieser Widerspruch beweist, dass es unmaoglich ist, V2 als Bruch darzustellen.




Herr Weigelt 22.08.2024

Silke 5 Uberlandfahren 4 Nachtfahren 280€
Tanja 6 / 5/ 380€
Mark 6 / 4 / 310€

xU: Preis fir eine Uberlandfahrt
xn: Preis fur eine Nachtfahrt

Silke: 5xU + 4xn = 280
Tanja: 6xU + 5xn = 380
Mark: 6x0 + 4xn = 310

Mark - Silke: xii = 310-280 = 30
Mark: 5 * 30 + 4xn = 280; 150 + 4xn = 280; 4xn = 130; xn=32.5

Tanja: 6 * 30 + 5 * 32.5 = 342.5

Man nennt dies ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit drei Gleichungen und
zwei Unbekannten.

Gleichungen der Form «alxl+a2x2+...+anxn=b» heiBen lineare Gleichungen,
da die Variablen nur in der ersten Potenz vorkommen.

x — Unbekannte
a - Koeffizient
b —

Die Losung des LGS bezeichnet man als N-Tupel (x1, x2, ..., xn).
Eine L6sung muss alle Gleichungen erfillen.

Beispiel:
1) x1 -2x3 = -4
2) 2x1 =4

3) x1-x2=-3
4) 4x1 -x2 -2x3 =1

x1l =2

x2=-(-3-2)=5

x3=(-4-2)/-2=3

Eine Losung fir die Gleichungen 1, 2 und 3: (x1, x2, x3) = (2, 5, 3)

Wir prifen unsere Losung in 4:
4*2-5-2*3=1
8-5-6=1

Das LGS 1, 2, 3, 4 M:@/



Beispiel 2

x - erste Ziffer, y - zweite Ziffer, z - dritte Ziffer

Bl u {(7'3%/ ZXB/XQ

X+ 3z=7
z<5
z=0,1,2,3,4
X=7,4,11/l/
y=0,2,46,8

z>2istx <0 H__:{FOQI%%LMJ}

700, 421, 142



Ubungen zu Linearen Gleichungssystemen (LGS)

1. Bestimmen Sie alle dreistelligen Zahlen mit den verlangten Eigenschaften

X 12346¢c284
Yr1/273/74/

Die erste Ziffer ist um 4 groRer als die letzte, und die Summe der beiden 2/675/40 30

a.
ersten Ziffern ist 9. 150 [
(51,63, #13,814 305 | ye2=7
b. Die Summe der beiden letzten Ziffern ist 7 und die erste Ziffer ist doppelt so . _L
groB, wie die zweite. 7 (QIWS—, b3 LY =LY \‘j 1
/
2. Gegeben sind zwei Punkte A und B. Die durch A und B gehende Geradgg soll durch /7
eine Gleichung der Form y = a- x + b beschrieben werden. Stellen Sie ein LGS fur die
Koeffizienten a und b auf und bestimmen Sie die Geradengleichung 5 = 3 +é
\
a. A(B|5undB(-2]|7) b. A(®6|-3)undB (-6 |6) ?:—Zﬁw‘é
4o gxes, 0= ~975x 3 ~9=5a
3. Zeigen Sie, déss das lineare Gleichungssystem keine Lésung hat 7 oY
0= /5 e 1
X{—2:Xp+X3 = —2 X3=0 _3_5+21-x1+x = 0x=S
a 2'X1+X2 = 1 X, =1 2.)(1_3.)(—2’.!_, 3é = 6 é: 5}\&
’ Xy = 0 )(/70 i Xg —X3 = 25()_=3
Xp+Xg = 214072 Xg = 1 széa‘Fé
4. Ein Vater und seine beiden Séhne sind zusammen 100 Jahre alt. Der Vater ist b= -t é
doppelt so alt, wie der &ltere Sohn und 30 Jahre élter, wie der jingere Sohn. E:
&+§-‘-C:f09 24‘{_@_’_26’50;—:{@ 5—6:79 é: b= 5/”!211
O = @]
x = 304C 304C=26 ¢=24-30 cC= 52 _;L;:_é:,olqs-
5. Losen Sie das lineare Gleichungssystem mit dem GauR-Verfahren 4 3')( 63
=" T =
2.
2'X1—4'X2+5'X3 = 3 -X1+7-X2—X3 = 5 ;_5*-;
a. 3:x+3:X+7:x3 = 13 b. 4-X-Xo+Xz = 1 =2
4.x,-2:%Xp-3:%x3 = -1 5:%-3:Xp+X3 = -1
X1—2'X2+3'X3+4'X4 = 8
C. 2: X1 — 3- X + B X3 = 3- Ag.. = 3 L8sung mit einem Computer
3. Xo + 4. X3 — X4 = 3 (Computeralgebrasystem MuPAD)
3 e solve({x+3*y=1, x-4*y=0},{x,y})

6. Die rechte Seite des Gleichungssystems héngt
von r ab. Bestimmen Sie die Lésung in

Abhéngigkeit von r e plot(
plot::Implicit2d(x+3*y=1,
o ) £L x=-1..1, y=-1..1),
Xq + 3 X2 r plot::Implicit2d(x-4*y=0,
a. X{+Xy = 3.r ))(=-1..1, y=-1..1)
—3'x1+2‘X2+X3 = 0 Yo
08
2}
2-X1+Xo+Xz = r \
02
b' x2 g x3 = I+ 1 0 08 D8 02 04 08 08B 1D
02 .
2:X+3:Xp = r o

Xq+Xo+X3+Xq =

(f=.2-4)

-08

% J




Ve betiong esnen 2okl e R it das /f&{,@‘m{/ 43.06,2044
oo ¢ 2 Bl bt

X, Wt x 20
K= —X, Lot Xc O

X[ 20
IX[=O & X=0

|x-8(: |)<|-1%\
\><+5£IZ|XHI8/

I x-alzy | xe R
Wit laew doe Bdwﬁé—ﬁ/@ﬁ e }@W@Wmﬂg
Tl £ %el 123 JO/‘iL%W 4 tecsal

IX-1]= X-9 z¥ & x=6

[/4 - xe R yzé}:[@/— oo| Ha%aég@g%m ezl

T@@@& %l X< 0
IX-2l =2-X 24 & X<
[ =T-o=-2]

Alo gl || = J-0o2T U6, ool = R\Ja6L
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LLstl 2100 LU //(3(

Beispiel 2
r—1+|z-2/ <3

r—1+2-2<0,wennz—1>0undz—-22>0 r<3,wennz>1lundz>2
—(a:—1)+:c—2§0,wenna:—1<0unda:—220:> r€e€R, wennx <1 und x> 2
zt—1-(z—2)<0,wennz—1>0undz—-2<0 z€R, wennz>1und z < 2
—(z—1)—(z—2)<0,wennz—1<OQundz—2<0 z2>0,wennz <1und z < 2

=z € [0, 3]
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Wir 16sen die Betragsungleichung durch Fallunterscheidung

Fall 1 sei x<1
1-X4+2-x=3-2x<=3 -2x<=0x>=0L_1 =[O0, 1] U
Vereinigungsmenge

Fall 2 sei 1<=x<2
x-1+2-x=1<=3 (wahr) L_2 = [1, 2[ Schnittmenge m

Fall 3 sei x>=2
X-14+X-2=2x-3<=3 2x<=6 x<=3 L_3 = [2, 3]

Also gilt, L = [0, 3]

|X-1]+|x-2|<=3

|X-1]+|x-2|={3-2x Xx<1 Y
1. 1<=x<2
2X-3 X >=2 ,
)
2 -
\ 4
AHAHAHA A X
Q 1 X

Seifoce Mg



Ix-2|-|4-x| >2 Frau Schierz

K2\ 7 & [ (=X

5

1N
~No
we
gz

Die Lésungsmenge ist leer. L = &
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Ubungen

1. Beschreiben Sie in Worten

10,1] Das offene Interval von 0 bis 1.

(xER: x> 0) Die Menge der positiven reellen Zahlen

2. Beschreiben Sie mit Symbolen
[ 3 r 2 ]

,Das abgeschlossene Intervall von -3 bis 2“

{x e R:z >0}

,Die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen”

3. Lésen Sie mit Fallunterscheidung und graphisch |x —2| <3, x€R

i

' Wir l6sen die Betragsungleichung

I[ ) durch Fallunterscheidung
i

N

: Fall 1 sei x<2
| 2-x<=3
T ¢ x>=-1
| ;
l
|

L 1=[-1,2[

Fall 2 sei x>=2
X-2<=3

Xx<=5

i 2%="5[2 ;5]

Also gilt, L = [-1, 5]




4. Lésen Sie graphisch und \ \ '
rechnerisch | l “s

[x—-1]-|x+1]<1 \ . y

y
Ix-1]<=1+|x+1| /

[ =[o05 =L /f

B Pesl i L
Mﬁﬂ/&&hanggu%%W%&ddMMﬂchmMAwk‘%ﬂhwwudwmﬂwﬁ

Tpdl 4 sen X< 4

SESEAS YRS

—x 41 +x+1<1

1&4

C}O‘ﬂazﬁd ~fexed ?&M35/€/v x4
-1 - k=44

o) -k LG ol ke =
sl ad

4 s Gls

X$-93 4&@ ?//é e [05 a0l




[x-1], |x+1]|

x<-1, -1<=x<1, x>=1

[x-1]-|x+1]<=1

fall 1 seix < -1
1-x-(-1-x)

fall 2 sei -1<=x<1
1-x-(x+1)

fall 3 sei x>=1
x-1-(x+1)

29.08.2024

:LW X< -4
Ix-4|=|x44]= -2 %%g ~leke 4

X324

~

\ [L=]-%ioo0
1 -30 ‘1 >x

-4 +

_—Z -

die L&6sungsmenge ist ein
halbabgeschlossenes Interval von
minus einhalb bis Unendlichkeit
([-0.5, oo[)

Stickweise definierte Funktion

z, fallsle < 0
z2 fallsz > 0

flz) =

[x-2|-2|x]|<=-1
[X-2|<=2|x|+1

N

&-

(3 2y

o

5An+7 ist durch 4 teilbar




f0:17f1:17fn:fn1+fn—2

Zfz:fn'fn+l
k=0

Zeilenstufenform
21 — 329 +x3 = —8 ¢ v %Z_ )é
2$2 + 5(133 = —6
—2x3 =4 Q > K X
L =1{(0,2,-2)} 0 Q |x | X
erweiterte

Koeffizientenmatrix obere
Dreiecksmatrix

* beliebeges
verschiedenen Zahlen # 0

(¥**]*) > (0**|*)--> ()
(***|*) (0**|*) ()

Vielfachen — ein Faktor ungleich O

GauB-Elimationsverfahren
C.F. GauB3 (1777 — 1855; 78)

Folgende elementaren Umformungen andern die Losungsmenge nicht:

e Vertauschen von Gleichungen (Zeilen)

e Multiplizieren einer Gleichung mit einem Faktor # 0

e Eine Gleichung durch die Summe eines Vielfachen (Faktor) einer
anderen Gleichung ersetzen



)
3r1 +6x9 — 2223 = —4
<3a31—|—2:c2—l—ac3 =0
\%CEl +5£132 —5:133 = -9
3 6 -2 |-4 -1 -0.5
3 2 1 | 0 &
325 -5 |-9¢
3 6 -2 | -4
0 -4 3 | 4 ¥
0 2 -4 |7 (2
3 6 -2 | -4
0| -4 3 | 4
0 0 |-5 | 10
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y=ax+b linear
y=ax”2+bx+c quadratischer Term

y=X"2+4x+4= (x+2)"2+0, S(-2|0)
=a(x-d)"2+e, S(d|e)

YEXA244X+E=XA2+4x+4+2=(x+2)A2+2, S(-2]2) f

Y=XA2+6x+10=X 2+6x+9-9+10=(x+3)~2+1, S(-3[1) T4
D=b”2-4ac=36-40<0 S,x

/\3’

y=X"2+3x+2
=X"N2+4+3x+9/4-9/4+2
=(x+3/2)"2-1/4, S(-3/2|-1/4) "x

y=2x"2+4x-3
=2(X"N2+2x+1)-3-2
=2(x+1)"2-5, S(-1]-5)

y=5x"2+3x-7
=5(x"2+3/5x+9/100)-7-9/ 20
=5(x+3/10)"2-149/20, S(-3/10|-149/20)



y=1/3x"2+1/3x-2=
=1/3(x"2+x+1/4)-1/12-2
=1/3(x+1/2)"2-2\1/12
S(-1/2]-2\1/12)

y=-X"2+3x-2
=-(x"2-3x+9/4)-2+9/4
=-(x-3/2)"2+1/4

S(3/2|1/4)

x"N2- 3x +9/4
(x-b)"2 = xN2 - 2xb + b2
2b=3
b=3/2
br2=9/4

axN2+bc+c=0

(quadratische Erganzung)
<=> a(x™2+bx/a+ ) +cC
b b?
a(z’ + x4+ ) +c—
a 4a

b2

4a0|

b \2
(w—l—za) @—C a\\/\

b b? C

03.09.2024

T+ — = T4/ — — —
2a 4a? a
Scheitelpunkt
b b? — 4ac b b
r — — — T | Sl= e+ 1)
2a 4a? 20l a
1 —b + \/b2 — 4ac
L — abc-Formel




x=2 L = {2} A
x~A2=4 L={-2,2}

x"2=4 |V

|X|=VX"2=V4=2 ﬁ
X_1=2,x_2=-2
XN2=4
X=+-V4=+-2

22 + 42 —6=0

—4+/16-4-2-(—6) 4+64 —4+8 [ -3 o
2.9 4 4 1 abc-Forme

T12 =

pq-Formel

2+ 22 —3=0

T12=—1+ 1+3:14_r2:{;3



Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen

C

1 Beschriften Sie zusammengehdrende Kértchen mit denselben Buchstaben. Ergénzen Sie die fehlenden

Nullstellen.
e kit | Nullstellen: x; = =1; x;=1
et B (it x -t x

1%

Nullstellen: x; =0; x; = :Zl

Chyext-gx+5

2 Lesen Sie die Koordinaten des Scheitels ab und
geben Sie die Funktionsgleichung des Graphen an.
Tipp: Achten Sie auch auf eine mdgliche Streckung

D)

3 Wie lautet die Gleichung der Funktion in Nor-
malform, deren Graph aus dem der Normalparabel
entsteht, indem man diesen

U der Parabel. a) um 7 Einheiten nach unten verschiebt?
vy ! A
\ e)\\ \y i / "l fo)= X —2Z
b) R A {9 b) um 2,5 Einheiten nach links verschiebt?
v ¥ L
\ N & // ," f(x) = (X +,2,5\ < &t +42/5><+6;'2§
'," W LA ¢) um 2 Einheiten nach links und § Einheiten nach
o 2 | 9 B ¥
/ iebt? = 2 L S g4 =47
\’. ‘l'\_/ - oben verschiebt? f(x) j(,,_s_) 4 =X ask 5 3% s,
L R 0 ) ) d) an der x-Achse spiegelt, und der die x-Achse nur * x + 73 * “;1 ?zswi
7 \ =X+ "y
v EEFIE A bei x = 4,2 berihrt? f(x)= X'~ 8x+4.64 4
A Y -zt
! 2
/ a
d)) ] \ \Z @= ’8,‘1
a)s¢0 1.J) y=T’X 4 K-gx+ =0
 Bs(Q 1-4) y=23 -4 =B X
2 =84 Y2-Y
C oosaiL) y- (x-)+1 AN
% c=& 4L %5
d)s(-2 10 ) y=_(x+2)* BNIEYE
2
511 1) y=_(x¢D 42
] 4 Bestimmen Sie die Lésungen der Gleichung.
a) 1x2-25=0 b) 2x% + 4x =0 €) X2 +3x-10=0 i
3 N e TS
X2 15-4= 400 xH2%=0 wamsdtfTee Lt /Ti0
X1,2=
= 40 ; o= -40 = O iXgm =) = =S  ;X= 2

d)6(x-4)(x+4)=0 e)%x2-4x+8=0

f) %x2+2x+10=0

Y xz—gx.pﬂ;fo s+ gx sg0=0
-y D=6%-Y4-46= 0 D= 3-y.c0<0
ooy

4 Basiswissen




0L(%i)+é(7,2)+£:0
@Z-w::i

REERIATEs

b-vc-1

piid
11,6%‘1,2W+c:s
VZW:— ewc)

76y -C
| 1Yt ';( q/z >

3 46% +35,28¢ +¢°
4764

[+9¢ =

17 6+ F9S6C = %) 1636 + 35,28c +C
-35,2%¢ +293 5246~ 0

D= 9956

35,7%070,%:
c = 2

- 434y b=\ i 1390 = g

c, =21 8Y é?. - 3y
/

Ak« 43 Y

K'agq sk £213Yy



Tripel (X,Y,2)
(1,2,3)

L={(1,1,1)}

BX,_«»ZXZ_}( :_2
X, - Ky = 1

6X, — M) —1% ==

SX, /PZXZ~X3: ’-2
X2 _X3 = i
Q=0

L0 X3 M@éag
Lo y3:€/ éﬁlg\

Qéa,w,\ vt Xzf'(l/_"'ﬁ
3}(,:‘2 4'926+2+é::56 :>5(|:é

I = {(tts8) £ eRT
= {(0,4,0)4 {:(4,1,1) : ée’Q}

04.09.2024




X 4Kt k=2 Ax3—LES

i 1 i’l | «f (\MM&' f S
Sec ¥,=s, seR
., x-L CeR | AN Lelon zucnst, palten pite

X=2-41
L= {te-st, 5€):5eR4eR}
iNAESEREEEDARnARNrE

p@m@w@&)%
Dini [ [ =4(0,4,0)+ {:(4,1,1) : .6 'Q}

Dim [ -@ [ =$(2,00)+5(-1,4,0)+ £(-4,91) .er@}



T PWW/)
>(l _’Xz‘{— §X3 = 1
3% — T-Xy=0
3~ 3X + T K3 = T4
z
1 -1 3 1
Q 3 - 0
3 -3 7° 243 e
1 -4 5 |1
9 3 -z | o0
o o 2| 4
-4 1
K= 2-7 = 9 120 1EAL
1
Xo=3d~- T 2= 3-14=2

%Wg 3x3- LG5S
11— Pa/mtmei@l

(rek)



ax+lgie  Allgmele Jour
x4 px 4 ﬁ Novumalfroom
a (Xfﬂ(}l—{- & SMW

a (X-X)x%)  Fahtosete Foop

V) az1 S5 1-225) |
y S(- = le- o)
= - L'(/S’

2
4= ¢

05.09.24



I — , | %
Cof 2@zt 5= Z
b 2 ' 2 ~xfi gk Likx
6 Tb-%tbx -z XHEXK S T T 2
6- % 36
— =18 ]
2l T W(ﬁ Fmax = 48&m
2 4
0 < X<h ST
l y; ;
/—Z(XZ,_;C?_X-l'ﬁé) 4—1{@ = —E(X_f) 4 -/‘\llg
Xpox EW(
//j&\\ Lot .
{ ~ Tk +6X=0
/ xkk'f " L(x -42)=0
XI:O J(z=12
0’
+ Xz 4 2_’
_L-4(6-11)= -6-(0)= %
o+ X = 400

o g — wax ¢ =22500
L- {00-X

100 & - K-

X,——IOO\ X7 =90

\V}
XMQ)( =59

A moK =50



_--\_ﬁ/42 I. Ganzrationale Funktionen

Lineare und quadratische Funktionen

; B A P ’ o am : ; ) P fegia
L. Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden £ darch die Punkie A(311) und B{5(5).
~ Liegt der Punkt C(~1}] - 6} ebenfalls anf dem Graphen vos £7
! Wo schieidet der Graph von f dic Koordinatenachsen?
2. Gegeben seien die Gerader {4} =2x — Sund gix) = -3z - 2.5
Begriinden Sie ohne Rechmung, dass die G v aad Eosich sclineids
Aerechnen Sie anschliefend den Schnifiponks
3. Gegeben ist das Dreieck ABRC mit A2, BHIDIS g O3 IE 5)
n) Berechnen Sie die Seitenizioren dey ]
b) Bestimmen Sie die ekduge dur T heensch ved resdmenach
4. Die Normalgarais "'-”'u'i 86 ves dass thr Schehie! et 8- 450 125 liep

Wie lautet die Parab: 1]

3

5. Bestimmen Sie d:e Scheitelpuniistona vou ¥z} = 3 2% — 4541 und geben Sie den Scheitel
an.

6. Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion f(x) = 2x% — 6x — 56.

7. Gegeben seien die Funktionen f(x) = %xz —4x+ 14 und g(x) =2x +4.

Untersuchen Sie, welche Lage die Gerade g relativ zur Parabel f einnimmt.
Bestimmen Sie ggf. die Schnittpunkte.

8. Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel f, die durch die Punkte A(1]6), B(—1]2) und
C(2]13) geht.

9. Einem Quadrat mit der Seitenliinge 6 m soll ein gleich-
schenkliges Dreieck so einbeschrieben werden, dass eine sei-
ner Ecken mit einer Quadratecke zusammenfillt. Wie lang
sind die Seiten des Dreiecks zu wihlen, damn sein Fliachen-
inhalt maximal wird?

Lbsungen unter &) 042-1

€™
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Zaun 100m
Suche: maximalen Bereich flr die Pferde

X X ﬁﬁquioo 8:100—’25(
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X=0 ¥ <50
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2500
Lé X<iOO’3X> = _{OOX-BXQ: —j(XZ_ I%OK_\— %O)J— T___
AOOK -3 K'=O — —3(x - "?)ﬁ 2500
x (190 - 3x)=0 5(%0/ :253_0@
400
Ki=0 XK= 3 onler
X=F S (46, 8353)

5:5@



Voraussetzung fiir die volle Punktzahl ist eine nachvollziehbare Lasung mit den
erforderlichen Rechnungen und Zwischenschritten!

Aufgabe 1:
Auf einer Wiese sollen an einem Fluss wie nebenstehend drei gleich gro3e rechteckige
Stiicke eingezdunt werden. Insgesamt stehen 80m Maschendraht zur Verfiigung.

(a) Wie groB ist die Flache, wenn die zum Fluss parallele
Zaunseite eine Lénge von 18 m haben soll? g

(b) Wie sind die Seitenléngen zu wéhlen, damit die Fldche
maximal wird? Welcher maximale Fldcheninhalt ergibt a
sich? a= 20 -yl

0) a=18m a+{b=gom &> 4b=some

qgszom—igwlrém

i é:_’(S,ﬂM
Fea-b=dgm|s;sh =273 M

¢y fro= xa-= X (89 -4X) = BOX-4x* ;
30 - Kz - ¥ (1% 20X +100) +4D0 = =Y (x~fo) #00

§ (10,10 )

Aufgabe 2:

Der Freizeitpark Kreiselgau hat durchschnittlich 960 Be-
sucher am Tag bei einem Eintrittspreis von aktuell 19 €.
In einer Versuchsphase wurde festgestellt, dass bei einer
Erhéhung des Eintrittspreises um 1€, 2€, ... die Besucher-
zahl um 40, 80, ... zuriickgeht.

(a) . Wie groB8 sind die Einnahmen aktuell durchschnittlich
an einem Tag? 360 [3€ =[3240&

| (b) Wie gro wéren die Einnahmen, wenn der Eintrittspreis um 2 € erh6ht wiirde? Ware die
: Preiserhéhung somit sinnvoll? Pzeis-J1 & / 3720 €

(c) Bei welchem Eintrittspeis kénnte der Freizeitpark die Einnahmen maximieren? Mit wie
vielen Besuchern miisste dann durchschnittlich gerechnet werden?

f@):@é@— \40'(/)—}3)>-P:650—‘{0 P+ Zéo)'P:/}’ZOP— VO,DZ P/J,Q Pz/c(:s
(,,u)_—ﬁzo-.zl—wo-zﬁ: 12480

2 1249y 2390 32
|#20X _‘{OXZL-L{O()(—‘BX-I— —c,’) " G ~o(x - 3 ) + 3430
U

Sl (‘;3 / |8‘130)

|
|
|
©
1 3 - l‘lgf Iﬁ+2/5




flx) =32 6 +1=3(>-2z+1)+1-3=3(x—1)*-2,5(1]-2)

A =b%—4ac=36 —4 x

3 x1=36—-12 =24

| =0|:3
1

&2 —o2p+ 1L |

3
= 1 —

3x? — 62 +
<:>CU1,2:].—

1
3
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Aufgabe zu Quadratischen Termen - Mauerwurf

Peter und Corinna werfen einen Ball von A(1 | 4). Die Flugbahnen entsprechen den Graphen zu

1
fo() = 0022 + 1.2 +29, fe(x) =—7x" +3x+7

Skizziere die beiden Graphen mit Hilfe der Scheitelpunktform. Ermittle graphisch, welcher Wurf
niher an B(12 | 1) landet.

' I
10
B.h
6 s s
i e Gl R e By (e e el 5’ —

¢ 1 2 3 4 5 & ¥ & 9 10 1 12 13 14
X



Aufgabe zu Quadratischen Termen - Mauerwurf

peter und Corinna werfen einen Ball von A(1 | 4). Die Flugbahnen entsprechen den Graphen zu

OSERRD [:) = -7+ 4,
fel) = —3x7 +3x+3

Skizziere die beiden Graphen mit Hilfe der Scheitelpunktform. Ermittle graphisch, welcher Waurf

naher an B(12 | 1) landet. Dm ww% von M}\&

Vi |

10

0 1 2. 3 4’8 6 778 9 10 11 12 13 14

e g SRl G
ﬁco(>: -5 X +3)<+L, Z "“7(yz”ZX+3é)+54Tf:'-ofzg(l(—g)z_p|0,25’
$(41929)



Bhaskara (1114 - 1185)

Mathematica

Bhaskara gilt als der bedeutendste Mathematiker des indischen Mittelalters. Meistens wird er als
Bhaskara Il. zitiert — um ihn von einem gleichnamigen Mathematiker und Astronomen des

7. Jahrhunderts zu unterscheiden. Nachfolgende Mathematiker sprechen von ihm ehrfurchtsvoll als
Bhaskaracharya, was soviel wie "Bhaskara der Lehrer" oder "Bhaskara der Gelehrte”" bedeutet. Der
aus der stidindischen Stadt Vijayapura (heute: Bundesstaat Karnataka) stammende Sohn eines
Astrologen verbrachte viele Jahre seines Lebens in Ujjain (Madhya Pradesh). Dort arbeitete er als
Leiter der dortigen astronomischen Beobachtungsstation — wie bereits Brahmagupta, der
beriilhmteste seiner Vorganger. Er verfasste (mindestens) sechs Biicher mit Merkregeln in Versform —

wie dies in Indien iiblich war. Nach diesen Regeln wurden noch viele nachfolgende Generationen von
Studenten unterrichtet.

Unter den Beispielen mit quadratischen Gleichungen findet man folgende oft zitierte Aufgabe:

Der fiinfte Teil einer Herde Affen, weniger drei, quadriert, ging in eine Héhle. Nur ein Affe war noch zu
sehen. Wie viele Affen waren es?

2
Xede
X =ilis 5)‘4
2
X X
X = Z‘S_——é'S'{-ﬂ:{/_
/
X - —fyé“&:@
Siss ki as0=0
X{:S’O XZ:S’
o
{‘/{ &__379 §'3<O
Gl 50

279 50
e 27



Ubungen zu Linearen Gleichungssystemen (LGS)

-

: i chaften
Bestimmen Sie alle dreistelligen Zahlen mit den verlangten Eigens

: iden
a. Die erste Ziffer ist um 4 groRer als die letzte, und die Summe der be
ersten Ziffemn ist 9.

' . i o}
b. Die Summe der beiden letzten Ziffern ist 7 und die erste Ziffer ist doppelt s
groR, wie die zweite.

Gegeben sind zwei Punkte A und B. Die durch A und B gehende Gerade, soll d;xfcf; .
eine Gleichung der Form y = a- x + b beschrieben werden. Stellen Sie ein LGS fir di

Koeffizienten a und b auf und bestimmen Sie die Geradengleichung

a. A@B|5undB(-2|7) b. A(6]-3)undB (-6 |6)

Zeigen Sie, dass das lineare Gleichungssystem keine Lésung hat

X1=2:-X3+x3 = -2 2-%X+X%Xy5 =
2'X1+X2 = 1 b 2'X1—3'X2+X3 ==
X\ = 0 S Xy —Xz =
X +Xz = 2

- NS O

X3 =

4. Ein Vater und seine beiden Séhne

sind zusammen 100 Jahre alt. Der Vater ist
d

oppelt so alt, wie der sltere Sohn und 30 Jahre élter, wie der jingere Sohn.

5. Loésen Sie das lineare Gleichungssystem mit dem GauB-Verfahren
2'X1‘4'X2+5'X3 = 3 —X1+7'X2—X3 = 5
a. 3'X1+3'X2+7'X3 = 13 b. 4'X1—X2+X3 = 1
4-X1—2‘X2—3'x3 = -1 5'X1‘3'X2+X3 = -1
X{—2:X3+3-X3+4-x4 = 8
2-X1 —3-X2+4'X3 —-3'X4 =3 L8sung mit einem Computer
v I X2 +4. X3 - X4 = 3 (Comguteralgebrasxstem MuPAD)
X1+X2+X3+x4 = 3 * solve({x+3%y=], x“"y=0).(x,y|)
: . |
. . anat X = 7, y= -_7
6. Die rechte Seite des Glelchungssystgms héng
von r ab. Bestimmen Sie die Losung in
= . s e plot(
Abhanglgkelt oy plot::lmplicit2d1x+3'y=1,
x=-1..1, y=-1..1),
—X1+3'x2 = r plot::Implicit2d(x-d+y=0,
x==1..1, y=-1..1)
a Xy+Xy = 3T )
Yo
_3,x1+2-x2+x3 = 0 [T
\:
2:-X+Xg+X3 = T B
b X2 = XS = r+1 . as a8 ] @ W e aon
2 . x1 + 3 . X2 » r o
o
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D=

Cramer's Rule

x=Dx
alX+b1y=c| D
ax+by=c, y=D
D
a, b, o= ¢, b| __Jac,
az bz X c2 bz o a2 cz

shutterstock.com - 1929307931

2)(,+‘0Q—
3. +5 X, =2
I Y
isl 23
X= Yoy = —p T 4S5
35
ol L
XZ-Z"( - _Z - )
35

Das LGS hat genau eine Lésung, wenn det(A)+0 ist.

LESLWL@ it oler Craumerscheo Q%@@:

L'(K|+ZXL =3
bX + UK =3
2
(21 31-6
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Ubungen zu Lésungsmengen LGS

1. Geben Sie die Losungsmengen des LGS in Abhéngigkeit des Parameters r e IR an:

- X4 +3:Xg = 1 3:X4—=2-Xp + Xz = 2T
a. 3'X2+ 4-X3 =1 b. 5‘X1—4'X2 '-X3 = 2
—3'X1+6'XZ—r2'X3 = [ X1+3'X2—2'X3 = 2-r+6

2. Ein inhomogenes LGS mit 2 Variablen hat die Lésungen (1]2) und (3]4). Zeigen Sie,
dass dann alle Zahlenpaare der Form (1+2-t]|2+2-t) mit t IR Losungen sind.

3. Bei einem Automodell sind die Ledersitze L und das Navigationssystem N gesondert
zu bezahlen (sogenannte Sonderausstattungen). Bei 100000 ausgelieferten Autos
wurde L 65100 und N 12600 mal eingebaut.

a. Warum lasst sich aus den Angaben nicht schlieBen, wie oft weder L noch N,
nur L, nur N oder beide Sonderausstattungen eingebaut wurden? Stellen Sie
ein LGS fir die vier Ausstattungsvarianten auf.

Mindestens wie viele K&ufer wahlten keine Sonderausstattung?

Wie viele Kaufer wahlten keine Sonderausstattung, wenn N stets mit L bestellt

wurde?

oo

4. Stellen Sie ein LGS mit den Variablen x;,x, und x; auf, dass die Losungsmenge
L={(0|3|1)+r-(1|1|2):relR} besitzt.

Ubungen zu Determinanten / Cramersche Regel

1. Losen Sie das LGS mithilfe von Determinanten

'3 % +5:X,-7-X3 = 4
2-%-3:X, =5 ! 2 %
b. 6:x,+4:x,-12-x3 = 9
7-%+5-X =9 -
3.%y-3:x-6:x3 = 2

2 Fiir welche Werte r e IR hat das LGS genau eine Losung? Geben Sie die Losung an.

Xy —2-X =95 b r-x,+8-x, =13
I"X1+4'X2 =9 r-Xq+r-Xo =r

r-Xq+Xg—2-X3

Il
o O

3 Wie muss man r € IR wahlen, damit das homogene LGS 4-x; +r-Xx; + X3
2.%+3-X3+5:X3
unendlich viele Losungen hat?

4. Bisher haben Sie zwei Methoden kennengelemt, wie Sie LGS l6sen kénnen.

a. Bewerten Sie das GauRsche Eliminationsverfahren und die Cramersche
Regel im Hinblick auf ihren Rechenaufwand. Welchem Verfahren geben Sie

den Vorzug.
b. Suchen Sie Informationen (z.B. im Intemet, MuPAD-Hilfesystem, 0.4.) Gber

das GauR-Jordan-Verfahren.
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Vollstandige Induktion

Beweisverfahren fur Aussagen im N

Benotigte Schritte
1. Schritt: Induktionsanfang (n = 1)
Aussage qilt flr ein Anfangselement.
2. Schritt: Induktionsschluss (n --> n + 1)

Wenn die Aussage flr n gilt, dann gilt sie auch fir den Nachfolger n + 1.

Satz (Turme von Hanoi)
Besteht der Turm aus n Scheiben, dann ist die minimale Anzahl der
Spielziige a,, = 2" — 1.

Beweis:
Wie beweisen die Aussage durch vollstandige Induktion (induktiv):
1. Induktionsanfang (n=1) 1=a; =2 — 1= 1(w)

h h+A h.‘_{
1. Induktionsschluss (n -=-=>n+ 1) & ,., = 3G,+4 = 2(1 )L =3 —2+4L=70 -4

OED : Quad ecat domonstoamdim (Let.)

4 =4
143 = Y
14345 = 4
1434557 = 14,
{43+527+ 4 =25
143+5+ . 4407 :§/°2:2601 -4 =404 21> 402 =54
14345+ . +(an-1) = }702/ /LZ‘L e nelV

S(JU/VIVI/IQ Z
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Arbeitsblatt zum Beweisverfahren ,Vollstéandigen Induktion*

1. Volistdndige Induktion — Ein Beispiel

Wir zeigen die Bernoullische Ungleichung durch vollstandige Induktion.
va>-1nelN ( (1+a)" 21+na )

Jakob Bernoulli, Schweizer Mathemetiker (1654 — 1705)

Beweis:
1. Schritt (Induktionsanfang, n=1): (1 +a)1 =1+1a (w.)
2. Schritt (Induktionsschluss n — n+1): (1+a)™' = (1+a)"(1+a) 2

(1+n-a)-(1+a) =
1+(n+1)-a + n-a® > 1+(n+1)-a,

QED

weil na? > 0 ist.

2. Sprachliche Formulierungen: Richtig oder falsch?

a) ,Vollstandige Induktion ist ein Beweisverfahren, mit dem man beweisen kann, dass
eine Aussageform fur alle reellen Zahlen gilt.*

b) ,Die Aussageform muss fir ein Anfangselement gelten, etwa fur n=1."

c) ,o(n) haben wir schon, jetzt zeigen wir a(n+1)*

d) ,Angenommen o(n) ist wahr, dann ist auch o(n+1) wahr.”

3. Ubungen
a) Vn elN (8" -1istdurch 7 teilbar )
b) Leiten Sie nun eine Formel zur Berechnung der Summe aufeinanderfolgender
gerader Zahlen her, und beweisen Sie diese durch vollstéandige Induktion.

n
o VnelN( Z vt

d) Furwelche n e IN gilt 2" > n? ? (Beweisen Sie Ihre Vermutung!)

n
e) Seia(n)= Z = —(2-n +1)2 . Zeigen Sie, dass aus a(n) = a(n+1).

n
f) VX,yEIR,nEIN (Xn—yn=(x—y) an-k.yk-1 )
k=1

g) Formulieren Sie unter Verwendung des Summenzeichens ein Bildungsgesetz fiir alle
n €IN und beweisen Sie das durch vollstdndige Induktion:
1=1, 1-4=—(1+2), 1-4+9=1+2+3, 1-4+9-16=—+(1+2+3+4)

h) Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen, definiert durch a,=1, an.4=1/2 a,+1.

Zeigen Sie, dass fir alle natirlichen Zahlen a, < 2 gilt.
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2
4 46 14% ns 3 =n"4 ah+ h >hi+a2h+i=(1/1+4)
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1. Klausur

Al
Aussagen
Betrags-Ungleichung
A2
Quadratische Terme
Nullstellen
Scheitelpunkt
Extrema mit quadratischer Zielfunktion

2. Klausur
A3
Vollstandige Induktion
Summe
Rekursive Folge
Teilbarkeit
Binominalkoeffiziente
A4
Determinante (Sarrus, Laplace)
LGS-GaulB Elimination
Cramersche Regel

25.09.2024
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Name:

Kurse A/B 1. Mathematik-Klausur

Schreiben Sie Thre Losung auf den weiBen Kanzleibogen. Das farbige Konzeptblatt wird nicht
bewertet.

1. Aussageformen, quadratische Funktionen und Parabeln (25 Punkte):

2
a) Losen Sie graphisch: Welche z € R erfiillen die Aussageform||2z — 4||< —3% +4

xe[0:3]

i 4 4 } : LLLALLLLYLesty L (/I/III/{ ; -
-5 -4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4

Yab < at+306 +L°

b) Losen Sie |2z — 4| = ——z—:c + 4 durch Fallunterscheidung! , g 7
g a +Zaaéf' ¢ o
c) Zeigen Sie: Fiir alle a,b € R2? gilt ao- 1 : é )
2
A1D
Jireitt g 28 M2y
1, 412
ab 4N

T T g <O
o'-204+ 8" (a-€ feo
a) Nennen Sie die Scheitelpunktform und berechnen Sie den Scheitelvll)mﬂ«:t von f mit
S (@l1z > =9 (XEUX+Y) 4203
=2(x-2)+12

2. Quadratische Funktionen und Parabeln (25 Punkte):

f(z) = 2z* — 8z + 20

b) Gegeben ist f mit ¢y
fl@)=2>—4z+g, g€R R 42
Fiir welche Werte von ¢ hat f zwei Nullstellen? éZ’ Yac 70
/_-_ elP:q 4 éJ—OO,"/[ Z
L= {gek:g<} 9 (_L{)Z__ qﬁ/70 /67l/ﬁ 547

¢) Max will mit 18 Meter Zaun einen Platz fiir
seinen Esel einzdunen. Er benutzt hierfiir die

Seiten von Garage und Haus, die Garage steht Haus G
zwei Meter vor, wie in der Skizze dargestellt.

fg%::ﬁi gldilg I:tz,;}{lj;naggnmglatz, der dem Esel %/ 2!“‘ . , /g
x X+ Y K-a=
X'S‘_’ X -2 - (10-%)= 20K-2% | i y% 8—,;232}(

20x-2x=0 21X (L0 -x)=9

X‘= 0] x’_:_{o )
Xeypdop = 9 = 0-2-5=40 Viel Erfolg !

S = 2.5 - (40-5) = 40-5=50







Ui Cagen oe Pot. Coichung duech
JWZ&MMU%%G%EoM%wg Zag$M”%3 %6

39/) {85 Xz -2

2
|ax-Y[€ = 3XFT

/Liz {XQ/R, Xé‘%}
z%%@ &5&ix<—z
l2x—ﬂs-%x+9
L{ —ix + %X 4 <o
L(
/ngo
LZ:{S(Q/Ef XZOE
[ = {xeRixzot UfxeR: xs3} = [0, 3]
ot b
() Ja-&6 <71
G +€)
-6l <7
X

14




Name:

Kurse A/B 1. Mathematik-Klausur

. ) p)
S a—boroisen ot M.:,gz_c\??fﬁﬁkw

: n=~4
3. Vollstindige Induktion (25 Punkte): 14 dMMLOMﬂ”%% ( )
2

L(k-g)e aet=tn4
: 3 Grdacionssdbliuse (n—1+4)

D k= 1) =n g ey Waaned e (8]

a) Beweisen Sie:

b) Beweisen Sie: 57 + 7@ist durch 4 teilbar.
5u+ 7oy o ~
c) Beweisen Sie: 5"z= sy = 5(8°%)¥-35= 7 db-m=y(5h-7) - vk

(-6 @600 @

Verdeutlichen Sie die Formel fiir k£ = 2,n = 4 im Pascalschen Dreieck.

4. Lineare Gleichungssysteme (25 Punkie):

Gegeben ist das LGS mit ¢ € R

= 1]
2
= 3

88 8
++ +
+ o+
L3 S S N
I

a- 3-
2. 3. a

Qe

a) Berechnen Sje die Determinante der Koeflizientenmatrix. Fiir welche a € R hat das LGS

ine Losune? || 1 | B
genau eine Losung? | | ) [l oo s s0-8-ga?s _gtose-ata-w) %A_ azo unof asa
2 34

Sei jetzt @ = 2.
b) Berechnen Sie die Lésungsmenge mit dem GauBschen Eliminationsverfahren.

c) Geben Sie eine spezielle Lésung des inhomogen Systems und zwei verschiedene Losungen des
homogenen Systems an. [ = {(o/ //—o)+6(§,- 4;1)  te R_}

Viel Erfolg !
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2 Erganzen Sie.

Aussage in Textform

a) | Die Funktion f nimmt an der Stelle 2 den Funktionswert 6 an.

b) | Die Definitionsmenge der Funktion g umfasst alle reellen Zahlen auBer 4. Q \ { ({E

0 g-10=0

d) Die Wertemenge der Funktion f umfasst nur die positiven reellen Zahlen gréfer Null. W,: . j O: OO E
o De=R\O}

) | Die Funktion f ordnet der Zahl 0 einen kleineren Funktionswert zu als der Zahl -2.

8

Vlg/= [0; 10]

3 Dargestellt sind die Graphen der folgenden Funktionen.
15 ; hix— x8

X
a) Beschriften Sie die Graphen mit den passenden Funktionsnamen.
b) Geben Sie zu jeder Funktion die Definitions- und die Wertemenge

an.
Df =
Wf -

fix— x5 gix~

Dh=
Wh=

_—

W =

4 Bestimmen Sie die Definitionsmenge der Funktion f.
a) ) = g b) f() =2+ VE-X

mathematische Kurzform

L(2)=6

L(o) <G
V4

) f(x) =2V4 - x2

Df =

Df -

5 Entscheiden Sie, ob die Aussage wahr (w) oder falsch (f) ist. Notieren Sie dazu den Buchstaben der

passenden Begriindung von einer der Karten.
a) Die Gerade mit der Gleichung y = 3 ist der Graph einer Funktion.

b) Die Gerade mit der Gleichung x = 3 ist der Graph einer Funktion.

Df=

¢) Wenn ein Wert bei einer Zuordnung mehrfach angenommen wird, liegt keine Funktion vor.

B Bei einer Funktion kann
ein Wert der Wertemenge
mehrfach angenommen
werden. '

A | Eine Funktion ordnet jedem
‘Wert der Definitionsmenge
‘genau einen Wert der
Wertemenge zu.

| Wenn einem Wert der
Definitionsmenge verschiedene
Werte der Wertemenge zugeordnet -

T e e ————

werden, liegt keine Funlgt‘!on VOr.

| Funktionen 1
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Lineare Algebra mit Analytischer Geometrie — Vektorrechnung

Ein Vektor ist eine GroRe, die durch Angabe von MaRzahl und Richtung vollstindig beschrieben wird. Wir stellen
Vektoren durch Pfeile dar und bezeichnen sie mit @, b, &, ... . Die MaBzahl eines Vektors heift Betrag und wird mit
a = |d| bezeichnet. Ein Vektor lasst sich auch durch Angabe von Anfangs- und Endpunkt festlegen, z.B. AB

bezeichnet den (gebundenen) Vektor, der in A beginnt und in B endet. Beginnt ein Vektor 04 im Ursprung des
Koordinatensystems, so heiRt er Ortsvektor. Zwei Vektoren heilen gleich, wenn sie in Betrag und Richtung
ibereinstimmen. Wir lassen die Parallelverschiebung von Vektoren zu, sprechen hier von freien Vektoren.

Eine GroRe, die nur durch ihre MaRzahl vollstindig beschreiben wird, heift Skalar.

e Physikalische Beispiele fiir Skalare sind: Masse m, Zeit t, Temperatur T, Widerstand R.
e Physikalische Beispiele fiir Vektoren sind Geschwindigkeit ¥, Kraft F, Impuls #, Drehmoment M

B 2. Eine Summe @ + b oder eine Differenz @ — b ist also auch eine LK.

QU

Beispiele: 2d@ + b — 4 ist eine LK von

e

Ubung 1

In dem nachstehenden Parallelogramm OLNR seien B,M und P die Mittelpunkte der Seiten OR bzw. LN bzw. RN. Die
Punkte A und K teilen die Seite OL in drei gleichlange Strecken. Die Vektoren 0A und OB bezeichnen wir mit @

bzw. b. Die Punkte A und B sind demnach die Spitzen der Vektoren ii‘und b. -
Pl - N =)

B-0P-Orf- RL-raly K3 ;
e

%& abaor 2 UOF
5\ 4+

OL): Sl

OW/: 3(I>+.,’lé

y o 074: BE—I’@j
K L erfﬂg)

a) Schreiben Sie die (Orts-)Vektoren OL,ON,OM und OP als LK von @ und b.

b) Mit MP (siehe Zeichnung) bezeichnen wir den Ortsvektor, der im Punkt O (Ursprung des
Koordinatensystems, Nullpunkt, ,origin“) beginnt und mit seiner Linge und Richtung genau zwischen die

Punkte M und P passen wiirde. Schreiben Sie ﬁﬁ, RL, PK als LK aus @ und b.

Definition:
A Wir bezeichnen Vektoren als kollinear, wenn sie zusammen auf einer Geraden liegen.

B Wir bezeichnen Vektoren als komplanar, wenn zusammen auf einer Ebene liegen. (Zwei Vektoren sind
immer komplanar, mehr Vektoren kénnen komplanar sein, missen es aber nicht).

Ubung 2

Gegeben sindd = (_21) und b = (;)

Schreiben Sie ¢ = (i), d= (1{35), é= (';4) und 0 = (g) als LK aus @ und b.




Lineare Algebra mit Analytischer Geometrie — Arbeitsblatt Vektorrechnung “

Ubung 3

Gegeben sind drei nicht-komplanare Vektoren d, b, 2. Sie spannen den gezeichneten Spat auf.

Die Spitzen von d, b, @ bezeichnen wir mit A,B,C; die Namen der anderen Ecken des Spats entnehmen Sie

der Zeichnung. M sei der Mittelpunkt von KQ, L teile die Strecke CG im Verhéltnis Z1

a)
b)

c)
d)

o o K N-7-k= Lo

Cﬂ L ’—'(',—a_ =
M 2 g% 0-God- T

L LT = -G l-(F ),

M u (@B LT)-
e TN
7 --C

(
-f_a-6-5cC=
. . . —  c— — T~ = - 2 |
Schreiben Sie die Vektoren KN, MB, LK als LK aus a,b,c. = af—,%(?: _ (0_—>+ 30)

Suchen Sie in Gedanken die Vektoren ¢ — b, OK — OM, @ + b — ¢. Fiigen Sie in Gedanken weitere

i : . Tl S —
Punkte und Vektoren hinzu, socjass Sle_’solche LK schnell erkennen_.konnen. > s (04 (’.>) v 8 =X Oé
Wo liegen alle LK der Form x - d + ¥ - b, (x,yeR) und@&-@ + % - &) (x€R). 1

Warum kann man BG nicht als LK aus @ und b bzw. aus @ und ¢ schreiben.

Verwenden Sie fiir lhre Antworten aus c) und d) die Formulierung ,.eine Ebene aufspannen®. ’

Ubung 4

7 8 5 1
Schreiben Sie 7 = (14) und k = (9) als LK aus d = (1) und b = (—4). Erkldren Sie (mit den

geeigneten Fachbegriffen, warum Sie fir 77 und k unterschiedliche Ergebnisse erhalten.

Ubung 5
B\ - 1 0
Zeigen Sie,dassd = (1], b = —4 Jund ¢ = | —1 | nicht-komplanar sind?

Wenn drei Vektoren nicht-komplanar sind, so spannen sie den Raum ( R? ) auf. Man kann dann jeden

i 11 -3
Vektor des Raumes als LK dieser drei Vektoren darstellen. Schreiben Sie d = (—1) und € = (11) als LK

aus d, b, C.

-3 3 0 1

1 4

0

-3 1
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Symmetrie

Ej 41 Entscheiden Sie ohne Funktionsplotter, ob die Funktion f gerade oder ungerade ist. Die zugehdrigen
Buchstaben aller geraden, ungeraden und der {ibrigen Funktionen ergeben jeweils in der richtigen Reihen-

folge den Namen einer Stadt.

W =15+3 Vit - -2* |

D|fx)=1-x Ul =71z

it

J4 e
L

N [ £(x) =0,2x ||f(x)=’¥xz—2

Losungsworter: gerade: ungerade: weder gerade noch ungerade:

2 Entscheiden Sie, ob die Aussage wahr oder falsch ist, und geben Sie ein Beispiel oder Gegenbeispiel an.

3 , Aussaée : ok B o wahr -falsch (Gegen-)Beispiel
a) Jede Funktion, die nicht gerade ist, ist ungerade. O 1 ,4 ( X) =X+ 4
b) Multipliziert man die Terme zweier ungerader Funktionen, erhalt O ® 4 -
man stets den Term einer geraden Funktion. B@(,(j&/_%
o) Es gibt genau eine Funktion, die gerade und ungerade ist. (@) ®) /é (x)=0
d) Dividiert man die Terme einer geraden und einer ungeraden ®) O VM
Funktion, erhalt man stets den Term einer ungeraden Funktion.
e) Der Graph von jeder ungeraden Funktion ist zu jedem seiner Punkte O o 3
punktsymmetrisch. (X)=X
74

3 skizzieren Sie mithilfe des GTR (Wertetabelle) die Graphen von f und g mit f(x) = x*-3x2+2 und 3 el
g(x):—x3+sx—2_ :<)<Y—-3X1+ %—)4—,2— 7 :Q{"——E) o z’—

iy [ ¥

8 4 Geben Sie Werte von t an, fiir die der Graph von f symmetrisch zur y-Achse oder zum Ursprung ist.
a) f(x)=-x3+3tx2+§x b) f(x) =2(x + 2)(x - t) ©) fo) =x2t-xt d) f(x) =3xt*2+2x
=0 {=21 £-24 £-gk-4
Lok

| Funktionen 17
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Lineare Algebra mit Analytischer Geometrie — Hausaufgaben

A_ujﬂa_tﬂ é —ﬂZOVWPéaMM
: : O ye-Fbene =
Gegeben sind die Vektoren @be 36{/‘
1 . [2 4/ 1\ . (1 0
a) d={{o],b={0],¢=({0]] und bya=(0],b=[1], ¢=[1}
i | 5 v/ 0 0 1

Sind die Vektoren @, b und ¢ komplanar? o) }’OL é) hecin

Sie kénnen auch ohne zu rechnen eine geometrische Erklarung geben.

Aufgabe 2

- 7
Zeichnen Sie die Vektoren § = d@ + b und

Qu

d=d+2-b+=>-2

N =
w e

oy

Aufgabe 3

Wiren @, b und & komplanar, dann kénnte man ¢ als LK aus d, b darstellen,d.h.é=r-d+s- b. Die
Gleichungx-d+y- b +z- &= 0 (homogenes LGS) hitte dann keine eindeutige Losung. Wenn @, bund ¢

Vektoren im Raum sind, dann ist die Determinante von d, b und ¢ gleich Null.

1 3 2
a) Untersuchen Sie damit, ob a= (—1), b= (0), e ( 2 ) komplanar sind.

2 1 -1
b) Was gilt, wenn det (G, b,&) # 0ist?

Aufgabe 4

Halt man ein Gummiband, wie im nebenstehenden Bild, so entsteht ein
Viereck im Raum, also ein Viereck, dessen Ecken nicht in einer Ebene liegen
miissen. Beweisen Sie, dass die Seitenmittelpunkte dieses Vierecks ein
Parallelogramm bilden.
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Hausaufgaben- und Ubungsblatt
Thema: Umkehrbarkeit von Funktionen und Graphen

1. Berechnung von Umkehrfunktionen:

Bilden Sie zu folgenden Zuordnungsvorschriften die Umkehrfunktionen, falls notwendig fiir Teil-
abschnitte des Definitionsbereiches. Geben Sie auch jeweils den Definitions- und Wertebereich
mit an:

) f@=jot2 be@ =t +s, QA =1-

2. Graphen:

Gegeben sind die folgenden Graphen

Gro={ () e L x L1 lel 4l =1}, Goi={ (ely) €RXR:y=]a* -1/ +1 ]
Skizzieren Sie die Graphen G; und G3. Wird durch die definierende Gleichung eine Funktion

oder eine Relation beschrieben?

3. Eine parameterabhingige Aufgabe:

Bestimmen Sie die kleinste Zahl a € R, sodass die Funktion f(z) = 22 — 2z — 3 auf dem Defini-
tionsbereich D = [a,4] umkehrbar ist. Wie lautet dort die Umkehrfunktion?

4. Beweisen oder widerlegen Sie:

a) f,g injektiv = f + g injektiv b) f,g injektiv = f o g injektiv

Bemerkung: (f o g)(z) := f(g(z)) heifit Verkettung von f mit g. Beachten Sie, dass fog # go f gilt.
Sind die Funktionen gegebenenfalls auch surjektiv, und damit umkehrbar? Falls ja, wie sieht
die Umkehrfunktion aus?

5. Zum Begriff bijektiv:

Welche der folgenden Abbildungen ist bijektiv? Begriinden Sie Ihre Antwort!
.Jedem Studierenden am Studienkolleg Bochum wird sein Nachname zugeordnet.

b) Jedem Buch wird seine ISB-Nummer zugeordnet, z.B.: Lothar Papula, Mathematik fiir In-
genieure (Bd. 1), Vieweg-Verlag 1983 (5. Auflage 1990), ISBN 3-528-44236-0.

.Es sei A := Menge aller Vereine in Bochum und B := Menge aller Menschen.

f:A— B, f(z)= Vorsitzende:rr von
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Aufgaben zur Konvergenz von Zahlenfolgen

1. Angenommen innerhalb von 4 Stunden werden jeweils 25%
eines Medikaments vom Kérper abgebaut und ausgeschieden.
Die wirksame Anfangsdosis betrdgt 100 mg und wird alle 4
Stunden erneut gegeben.

a) Wir bezeichnen die Medikamentenhéhe (in mg) nach t=4.n Stunden mit dp.
Berechnen Sie mit dem Taschenrechner die Medikamentenhéhe nach 4,8,12,16 und
20 Stunden.

b) Wie hoch ist der Medikamentenhéhe (in mg) nach 2 Tagen?

c) Wie entwickelt sich der Medikamentenspiegel bzw. berechnen Sie lim dp,.
n—o

2. Ein Quadrat mit der Seitenlange 1 wird geviertelt und das obere rechte Viertel wird
abgeschnitten. Das Teilquadrat unten links wird wieder geviertelt und wieder wird das obere
rechte Viertel abgeschnitten. Dieser Vorgang wird iterativ fortgesetzt und durch die Folge der
Grafiken veranschaulicht:

b
LA
2 Z (4]
4
a) Beschreiben Sie formelmaRig die Summen jener Flacheninhalte (f,), die nach n
Schritten abgeschnitten wurden.

h (2 % ”‘> b) Berechnen Sie diese Inhalte mit dem Taschenrechner. Die Zahlenwerte zeigen,
dass die Inhalte standig zunehmen. Auf welchen Wert steuern sie zu?

c) Die Inhalte lassen sich als Differenz schreiben. Finden Sie eine Formel.

Begriinden Sie damit, dass g = % Grenzwert der Folge (f,,) ist.

d) Die abgeschnittenen Flachen
stehen mit der Restflache
in Beziehung. Stellen Sie diese
Beziehung formelmaRig dar,
und bestimmen Sie so erneut
den Grenzwert.
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Fachsprache und I“Ibungen zur Vektorraumtheorie

Sei V ein Vektorraum und M := {%},¥2,..., U} eine Teilmenge von V.

Dann heifit die Menge aller Linearkombinationen (LK) von M die lineare Hiille oder der Spann.

[M]:=s (M):={nr-\7 | rx€R,V EM}:
pann gk k k k v

Wenn die lineare Hiille von M den gesamten Vektorraum V ergibt, d.h. [M] =V, dann heit M ein
Erzeugendensystem (ES) des Vektorraumes V.

1 0 1
w={(o)-6)-G)} K
bildet ein Erzeugendensystem fiir den Vektorraum R2. do;le Ba%us

Besteht das Erzeugendensystem nur aus linear unabhéngigen Vektoren, dann heifit es eine Basis.
Ein Vektorraum kann verschiedene, ja sogar unendlich viele, Basen haben.

Beispiel: Die Menge M

Beispiel: Die Vektoren in B; und By mit

5={(0) @) =={6)-G)}

sind jeweils linear unabhingig. Also sind sowohl B; als auch B; eine Basis von R2.

Zur Erinnerung: Die Vektoren @, %, ..., Un heifen linear unabhéngig, wenn der Nullvektor 0 nur
auf triviale Art darstellbar ist, d.h. alle Skalare haben den Wert Null.

n
Y reti=l = n=0
k=0
Die Anzahl der Basisvektoren heift Dimension des Vektorraumes.

Ein Vektorraum U, der eine ecchte Teilmenge des Vektorraums V ist, heiit Untervektorraum (UVR).

1. Basis in R?

Bilden die Vektoren eine Basis von R?? 78 netn

2 () () () ()

Formulieren Sie Ihr Ergebnis auch unter Verwendung der obigen Fachbegriffe.

2. Basis und Dimension von UVR in R?

Bestimmen Sie eine Basis und eine Dimension der folgenden Vektorrdume

R
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3. Vektorraum der (2x2)-Matrizen

Die 2x2-Matrizen bilden einen Vektorraum, wobei die Summe und das skalare Produkt komponenten-
weise definiert sind.

ab+ef_a+eb+f Na2bYy o [R5 B
c d 9 h) " \c+g d+h)’ T'\¢c d) " \r.c r-d
a) Geben Sie fiir
Mu:{(“b) | mhqdeR}
c d
eine Basis und die Dimension an.
b) Wir betrachten jetzt den Untervektorraum

sz{(‘é Z) [ a+b+c+d=0}

Geben Sie zu N eine Basis und eine Dimension an.

Begriinden Sie, dass (g —26) ein Element von N ist. Stellen Sie die Matrix als LK der Basisvektoren

dar.

4. Magische Quadrate

Eine quadratische Matrix heifit magisches Quadrat, wenn die Summen der Zahlen in jeder Spalte,
jeder Zeile und jeder Diagonale gleich sind. Die magischen (3x3)-Quadrate bilden einen Vektorraum
der Dimension drei. Sie diirfen das ohne Nachweis benutzen, aber warum ist das eigentlich so?

102 021
210/, |21 0)
021 10" 2
9 4 5

(2 6 10
7.8 8

ein magisches Quadrat ist und stellen Sie diese Matrix als LK dieser Basis dar.

Zeigen Sie, dass

eine Basis dieses Vektorraumes ist.

Priifen Sie, dass

5. Raum der Polynome
Die Raum der quadratischen Polynome wird mit II5 bezeichnet. Zeigen Sie, dass
Pi= {1,1+$,1+m+x2}

eine Basis von I, ist. Stellen Sie das Polynom p(z) = 22 + 2z + 3 beziiglich der Basis P dar. Geben
Sie eine (einfachere) Basis und die Dimension an.

pk, 15. 11. 2024
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Thema: Umkehrbarkeit von Funktionen und Graphen

1. Berechnung von Umkehrfunktionen:

Bilden Sie zu folgenden Zuordnungsvorschriften die Umkehrfunktionen, falls notwendig fiir Teil-
abschnitte des Definitionsbereiches. Geben Sie auch jeweils den Definitions- und Wertebereich
mit an:

) f@=jot2 be@ =t +s, QA =1-

2. Graphen:

Gegeben sind die folgenden Graphen

Gro={ () e L x L1 lel 4l =1}, Goi={ (ely) €RXR:y=]a* -1/ +1 ]
Skizzieren Sie die Graphen G; und G3. Wird durch die definierende Gleichung eine Funktion

oder eine Relation beschrieben?

3. Eine parameterabhingige Aufgabe:

Bestimmen Sie die kleinste Zahl a € R, sodass die Funktion f(z) = 22 — 2z — 3 auf dem Defini-
tionsbereich D = [a,4] umkehrbar ist. Wie lautet dort die Umkehrfunktion?

4. Beweisen oder widerlegen Sie:

a) f,g injektiv = f + g injektiv b) f,g injektiv = f o g injektiv
Bemerkung: (f o g)(z) := f(g(z)) heifit Verkettung von f mit g. Beachten Sie, dass fog # go f gilt.

Sind die Funktionen gegebenenfalls auch surjektiv, und damit umkehrbar? Falls ja, wie sieht
die Umkehrfunktion aus?

5. Zum Begriff bijektiv:

Welche der folgenden Abbildungen ist bijektiv? Begriinden Sie Ihre Antwort!
a) Jedem Studierenden am Studienkolleg Bochum wird sein Nachname zugeordnet.

b) Jedem Buch wird seine ISB-Nummer zugeordnet, z.B.: Lothar Papula, Mathematik fiir In-
genieure (Bd. 1), Vieweg-Verlag 1983 (5. Auflage 1990), ISBN 3-528-44236-0.

c) Es sei A := Menge aller Vereine in Bochum und B := Menge aller Menschen.

f:A— B, f(z)= Vorsitzende:rr von
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A. Diirers magisches 4x4-Quadrat.

Das Quadrat von Albrecht Durer ist wohl das beriihmteste
aller magischen Quadrate. Der Grund dirfte darin liegen, dass
sich das 4x4-Quadrat auf Diirers duerst geheimnisvollen
Kupferstich Melencolia | aus dem Jahr 1514 befindet. Dieses
Bild gibt der Forschung bis heute Ratsel auf.

Interessant ist die letzte Zeile. In der Mitte steht 15 und 14, ,
das Jahr, in dem der Kupferstich entstanden ist, sowie 4 und 1, also im Alphabet die
Buchstaben D und A.

Albrecht Diirer der Jingere (21. Mai 1471 — 6. April 1528; Nirnberg) war ein deutscher
Maler, Grafiker, Mathematiker und Kunsttheoretiker. Er zdhlt zu den herausragenden
Vertretern der Renaissance.

Wie in jedem magischen Quadrat ergeben die Summen der Zeilen, Spalten und der
Diagonalen den gleichen Wert. Diese sogenannte magische Zahl ist 34.

16 3 2 13 16 3 2 13 16 3 2 13
5 10 | 11 8 5 10 | 11 8 5 10 | 11 8
9 6 7 12 9 6 7 12 9 6 7 12
4 15 | 14 1 4 15 | 14 1 4 15 | 14 1

Aber die magische Zahl 34 taucht in insgesamt 86 weiteren Kombinationen auf. Einige sind
hier dargestellt:

16 3 2 13 16 3 2 13 16 3 2 13
5 10 | 11 8 5 10 | 11 8 5 10 | 11 8
9 6 7 12 9 6 7 12 9 6 7 12
4 15 | 14 1 4 15 | 14 1 4 15 | 14 1
16 3 2 13 16 3 2 13 16 3 2 13
5 10 | 11 8 5 10 | 11 8 5 10 | 11 8
9 6 7 12 9 6 7 12 9 6 7 12
4 15 | 14 1 4 15 | 14 1 4 15 | 14 1

pk, 15. 11. 2024



Fachsprache und I"Jbungen zur Vektorraumtheorie

Sei V ein Vektorraum und M := {#},¥a, ..., 0, } eine Teilmenge von V.

Dann heifit die Menge aller Linearkombinationen (LK) von M die lineare Hiille oder der Spann.

n
[M] := spann(M) := {Zrk k| mkeR, vk € M}
k=0

Wenn die lineare Hiille von M den gesamten Vektorraum V' ergibt, d.h. [M] =V, dann heiit M ein
Erzeugendensystem (ES) des Vektorraumes V.

= {(6)-()-(0)}

bildet ein Erzeugendensystem fiir den Vektorraum R2.

Beispiel: Die Menge M

Besteht das Erzeugendensystem nur aus linear unabhingigen Vektoren, dann heifit es eine Basis.
FEin Vektorraum kann verschiedene, ja sogar unendlich viele, Basen haben.

Beispiel: Die Vektoren in B; und By mit

- {0 2610}

sind jeweils linear unabhiingig. Also sind sowohl B; als auch Bj eine Basis von R2.

2
Zur Erinnerung: Die Vektoren o, vs, ..., Uy heiBen|linear unabhingig, |Wenn der Nullvektor 0 nur

auf triviale Art darstellbar ist, d.h. alle Skalare haben den We}go Null.
YA

Z/U/\&a/t}iowéd/\aﬁoh——) Zrk - U, :@ = =0
k=0

Die Anzahl der Basisvektoren heif3t Dimension des Vektorraumes.

Ein Vektorraum U, der eine echte Teilmenge des Vektorraums V ist, heifit Untervektorraum (UVR).

1. Basis in R?

Bilden die Vektoren eine Basis von R2?

2 ()-() v () ()

Formulieren Sie Ihr Ergebnis auch unter Verwendung der obigen Fachbegriffe.

2. Basis und Dimension von UVR in R3

Bestimmen Sie eine Basis und eine Dimension der folgenden Vektorrdume

a a
V.= 0 | a,beR,, W= 0 | a€eR
b a



3. Vektorraum der (2x2)-Matrizen

Die 2x2-Matrizen bilden einen Vektorraum, wobei die Summe und das skalare Produkt komponenten-
weise definiert sind.

a b e f\ _ (a+e b+ f a b\ (r-a r-b
cd+gh_c+gd+h’r'cd_r-cr-d

a) Geben Sie fiir
M\:{(alv | m@qdeR}
c d

b) Wir betrachten jetzt den Untervektorraum

N::{(a b) | a+b+c+d=0}
c d

Geben Sie zu N eine Basis und eine Dimension an.

eine Basis und die Dimension an.

Begriinden Sie, dass (; —26> ein Element von N ist. Stellen Sie die Matrix als LK der Basisvektoren

dar.

4. Magische Quadrate

FEine quadratische Matrix heifit magisches Quadrat, wenn die Summen der Zahlen in jeder Spalte,
jeder Zeile und jeder Diagonale gleich sind. Die magischen (3x3)-Quadrate bilden einen Vektorraum
der Dimension drei. Sie diirfen das ohne Nachweis benutzen, aber warum ist das eigentlich so?
Zeigen Sie, dass

2 01 1 0 2 0 21

01 2], 2 1 0], 2 10

1 20 0 21 1 0 2
eine Basis dieses Vektorraumes ist.

Priifen Sie, dass

9 4 5
2 6 10
78 3

ein magisches Quadrat ist und stellen Sie diese Matrix als LK dieser Basis dar.

5. Raum der Polynome
Die Raum der quadratischen Polynome wird mit IIs bezeichnet. Zeigen Sie, dass
P={l1+=z1+z+2"}

eine Basis von Ily ist. Stellen Sie das Polynom p(z) = 22 + 2x + 3 beziiglich der Basis P dar. Geben
Sie eine (einfachere) Basis und die Dimension an.

pk, 15. 11. 2024
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Ubung zu geometrischen Folgen / Reihen

Dy : c

L L

ZZZ’ 1% g @9

>

A M, *B

by

Bild des Schweizer Kiinstlers Eugen Jost, geboren 1950

a) Berechnen Sie die Summen der Flidcheninhalte / Umfénge aller Quadrate, wenn das groRte
Quadrat die Seitenlange 1 hat.

b) Wie viele Quadrate miissen wir summieren, damit die Summe der Umfénge mlndestens 10

ergibt? gh é (//_Z: )
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Ubungen zu geometrischen Reihen / Folgen y
7oo i - %1 i
\5/1— Sy e Verwandeln Sie unter Verwendung der geometrischen Reihe 0. 09 in eine rationale Zahl.
o’ O
(1)/ 3 @ Bei einer geometrischen Folge ist b, = 162 und b; = 4.374. Das wievielte Folgeglsled ist
z
b %Q'U\; b, = 258.280.326 ? ) 95 95 9 B
ssusoiEe e Ly Lo o o ¥ Al Z (\,> M—zt7
9 2 Gegeben ist ein Quadrat der Seitenldnge 1. Es { 1-3 Uo=
ne- 13 wichst in jedem Schritt um ein weiteres Quadrat, wobei b % M:*- Y1)
die gemeinsame Begrenzungslinie entfernt wird. Der - U=t + 1L
Flicheninhalt £, und der Umfang u, lassen sich als o L LA
geometrische Summe darstellen. Berechnen Sie jeweils o 1 5 . : . . 2y
. " X I &
den Wert fiirn — co. Mn=ﬂ+z(f)’-"f+l=e
4. Berechnen Sie die geometrische Reihe
L
2"+8" . +——r_:§+2:
2 s 1=~ 7
16" 5 =13 w2 [ 22
b 3 Ef = i
5. Fiir welche x € R konvergiert 1+ (x2 — 1)+ (x* = 1)? + (x2 —1)3 +--? =

Awaawtw

© . k { 4
%M& K- 41 <4 =T 0 oo
2 =0

—4< =4 1

O<;<Z—<Z

_{27<><<1)Z7




x X Xt
£ = e deke oy e v g
; 2 6 24 120
_ — SN
X=4 e d+4+ 3% CT 29



0,03= 0,09+ 00003+ 0000007

T3 3 3

- 4oo 4o ooo 1000 00O

3 3 < = 4
100 4 - 100

Sl

5

i

<1oo 33 3
43 33/ 33
—i): I8 -2 =36



K/Oln Ciher % AL

Dé%ém(/ﬂ;om ¢ (woth)
Ecre Lot (@) hes bonvergent dosn
V€>OH V)oé//Q vamoildh—gka

Flr alle Epsilon positiv existiert eine reele Zahl no, sodass flir n > no gilt:
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HILBERTS HOTEL

Ein Gedanken-Experiment:

Dieses Hotel, einsam und landschaftlich reizvoll gelegen, besitzt unendlich viele Zimmer, genauer
gesagt: abzdhlbar unendlich viele Zimmer. Sie sind mit den natirlichen Zahlen 1, 2, 3, ...
durchnumeriert. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dal} alle Zimmer Einzelzimmer sind, wie
Uberhaupt in der ganzen Geschichte nur von Einzelzimmern die Rede ist.

Eines Abends ist das Hotel voll belegt. In jedem der genannten Zimmer wohnt genau ein Gast. Da
kommt ein weiterer miider Wanderer daher und bittet um ein Zimmer. Der Portier weist ihn ab, da
das Hotel ja voll belegt ist. Der Wanderer ist recht verzweifelt, es regnet drauRen, und er ist zum
Umfallen miide.

Gerade will er sich wegwenden, da kommt der Hoteldirektor gelaufen, herrscht seinen Portier an:
“Wie kénnen Sie den Mann wegschicken?” und sagt zum Wanderer dann: “Aber selbstverstandlich
kénnen wir lhnen ein Einzelzimmer geben.”

Wie macht er das? Nun, der Leser ahnt es wahrscheinlich:

Der Hoteldirektor bittet den Gast aus Zimmer 1 in Zimmer 2 umzuziehen, den Gast aus Zimmer 2 in
Zimmer 3, den aus Zimmer 3 in Zimmer 4 usw. Die Gaste sind alle die Liebenswiirdigkeit selbst und
wechseln auf diese Weise die Zimmer. Zimmer 1 ist dann freigeworden. In dieses Zimmer zieht der
neue Gast. Alle Gbrigen Gaste sind aber ebenfalls in Einzelzimmern untergebracht. Nun kommt ein
Bus mit 30 neuen Gdsten. Portier winkt ab, Direktor greift ein. Natiirlich werden alle Gaste um je 30
Zimmer weitergeriickt, und die Busgesellschaft erhilt die ersten 30 Zimmer.

Dieser Abend ist sehr unruhig, denn nun fahrt ein Bus mit abzadhlbar unendlich vielen Insassen vor.
Was tun? Unser braver Portier ist verzweifelt, der bewundernswerte Direktor hat aber wieder sofort
eine Losung. Sie auch? Naturlich wird wieder umgezogen. Aber wie?

Mit ausgesucht héflichen Worten und dem Versprechen eines kleinen Preisnachlasses auf das
Frihstlicksei, veranlasst er die folgende Nachtwanderung: Der Gast aus Zimmer 1 zieht in Zimmer 2,
der aus 2 in 4, der aus 3 in 6, kurz: der Gast aus Zimmer n zieht in Zimmer 2n. Es bleiben die Zimmer
1, 3,5, 7, ... frei, in die dann die abzahlbar unendlich vielen Businsassen ziehen.

Schliellich kommen abzéhlbar unendlich viele Busse mit je abzdhlbar unendlich vielen Personen an.
Unser Portier hat inzwischen gekiindigt. Der unschlagbare Direktor dagegen stellt alle Businsassen in
Form eines “unendlichen Rechtecks” auf dem Vorplatz auf, siehe Figur auf der Riickseite, und verteilt
rote Nummern 1, 2, 3, ... nach dem Cantorschen Diagonalverfahren, d.h. entlang des gezeichneten
Streckenzuges.

Damit sind die neuen Gaste mit 1, 2, 3, ... nummeriert, und das vorangehende Verfahren kann
angewendet werden.

Zwar wird erzahlt, dass einige Gaste schon gar nicht mehr ganz in ihre neuen Zimmer gegangen
waren, sondern frierend oder in Decken gehiillt auf den nachsten Umzug gewartet hatten, doch muR
dies als lible Verleumdung abgetan werden. Auch dass das Gerlicht, dass der Portier anschliefend
schreiend in den Wald gelaufen sei und geschrien habe: “Nur kein Kontinuum!”, muss in das Reich
der Fabel verwiesen werden.



Bus ?

Die Geschichte lasst sich mathematisch viel kurzer schreiben: Mit der Abkurzung X, (Aleph
Null) fir abz&hlbar unendlich gilt:

N0+1=N0, N0+30=N0, N0+N0=N0, NO'N(,:NO

Aufgabe:

Diskutieren Sie — unter Berlcksichtigung des Hilbertschen Hotels — die Fragestellung, ob es
mehr rationale als naturliche Zahlen gibt.

Und wie ist das, wenn wir die Mengen N und R vergleichen?
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Hausaufgaben- und Ubungsblatt

Thema: Konvergenz von Folgen

1. Geometrisches Wachstum:

a) Eine Stahlkugel, die aus 1 m Hohe vertikal auf eine Stahlplatte fallt, erreicht nach dem
Auftreffen 95% der vorherigen Hohe.

1. Welche Hohe erreicht die Kugel nach dem fiinften Aufschlag noch?
2. Welchen Weg hat sie bis zum fiinften Aufschlag zuriickgelegt?
3. Welchen Weg legt die Kugel insgesamt zuriick?

b) Ein Quadrat der Seitenlinge 1 wéchst wie im Bild angedeutet. T3glich kommt eine Genera-
tion neuer Quadrate hinzu. Die téglich hinzukommenden Quadrate haben nur noch ein Drittel
der Seitenlinge der vorangegangenen Generation. Zeigen Sie, dass der Flicheninhalt den Grenz-

wert 1.5 m? hat.

2. Rekursiv definierte Folgen:

Gegeben ist die rekursiv definierte Folge (an) durch

1
an+1=\/an—z, a =1, n € N.
a) Berechnen Sie die ersten Glieder der Folge mit dem TR.

b) Ist die Folge (a,) konvergent? Wenn ja, gegen welchen Grenzwert?

3. Die Bedeutung von € und ng:

Geben Sie fiir die genannten Folgen (a,) einen Index ng(¢) an, ab dem |as| < € gilt. Berechnen
Sie die Werte 70(0.1) und no(0.01):

1 n 1

Ve D 909 ) g

4. Konvergenzkriterien:

Untersuchen Sie die angegebenen Folgen auf Beschranktheit und Konvergenz, und geben Sie
gegebenenfalls den Grenzwert an. Benutzen Sie die Grenzwertsitze, das Einschniirungsprinzip
oder das Vergleichskriterium.

ni4+n?+1
a) W b) 10 4+ 0.5™ C) n—!

-arctann d) {27 +3




Ubungen zu unbestimmten Ausdriicken

1. Berechnen Sie:

i
lim( on?+2n+1-3n) = 3
n—oo
2 2 ES
Jn +2h+4 -3 2+ In 2
[oo-oo] = Z h—oo ’ 3+3
A/ﬁh‘ +2h+ 14 -3h = Yt +2n+1 + 3h 43+§+‘;z+3

2. Berechnen Sie:
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CLn — (— ].) beschrankt, aber divergent
i 2 monoton, aber divergent
a, = n’

(an) beschrankt nach oben und monoton steigend

S Al

Monotoniesatz: Jede monotone und beschrankte Folge ist konvergent.
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Lineare Algebra mit Analytischer Geometrie — Arbeitsblatt Parameterdarstellung von Geraden

Gerade g in vektorieller Form
(Parameterdarstellung)

-

- -
g = xr) = a + ru

;('( r)
Ortsvektor(en)

1. Ist g eine Gerade und sind A und B zwei Punkte von g, so gilt: Ein beliebiger Punkt P von g hat den
Ortsvektorg =d + 1 - 7 mit r € R, weil die Punkte A, B und P auf der Geraden liegen, bzw. weil die

Vektoren AB und AP kollinear sind.

Allgemein nennt man die Gleichung X(r) = @ + r - i eine Geradengleichung in Parameterform der
Geraden g (mit Parameter r). [Sprachlicher Hinweis: Machen Sie sich klar, dass der unbestimmte Artikel

eine hier richtig ist. ]

Welche Punkte liegen bei 7 = 0 und r = 1? Welcher Parameter r gehort zum Punkt P?

2. In der Analysis nennt man eine Gleichung der Formy =m - x + n eine lineare Funktion, bzw. den
Graph der linearen Funktion eine Gerade. Geben Sie zu dieser Geraden die vektorielle Darstellung an. Was

sind in diesem Fall Stiitzvektor, Richtungsvektor und Parameter?

3. Die beiden Gleichungen des linearen Gleichungssystems (LGS, vgl. Kap. 1) der Form

A% + Q12X = by
Ay1Xz +Az2X; = by

kénnen als Schnittpunkte von Geraden interpretiert werden. Machen Sie jetzt (noch einmal) eine Aussage

iiber die Anzahl der Elemente der Lésungsmenge.




3 5
4. Prifen Sie, ob der Punkt A (-7|-5|8) auf der Geraden g = XMr)= (_1) +7r- ( 9 ) liegt? Diese
2 -3

Aufgabe nennt man Punktprobe. Formulieren Sie zunichst eine Bedingung dafiir, dass A auf der Geraden

liegt.

5. Geben Sie zwei (verschiedene) Parameterdarstellungen fiir eine Gerade g an, die durch die Punkte

A(1]-2|5) und B (4]6|-2) verliuft. [Beachten Sie noch einmal den sprachlichen Hinweis von Aufgabe 1].

6. Geben Sie eine Parametergleichung einer Geraden an, die durch den Punkt P geht und parallel zur
. -2 )
Geraden h ist. 3:_;;&) & (4%) ' A( ?) 3 <-4-(7 . (/_t + ,1)

-2 -2
a) P(0[0), h=x(t) = (g) +t- (‘;) b) P(-2|-7[1), h=x(4) = ( 2 >+,1. (_7) _
-2 1
4= b= ()£ ()

7. a) Geben Sie eine Parametergleichung von den beiden Winkelhalbierenden zwischen der x;-Achse und
der x,-Achse in einem ebenen Koordinatensystem an.

0

b) Welche besondere Gerade wird durch die Parametergleichung g = ¥(t) =t - (1) beschrieben?
i

8. Zeigen Sie am Beispiel von g = ¥(¥) = (3) +9- (‘11) , wie man aus einer Parametergleichung einer

Geraden die Steigung und den Abschnitt auf der y-Achse von g bestimmen kann.

9. Geben Sie eine Parametergleichung derjenigen
Geraden an, die durch die Raumdiagonale im
nebenstehenden Bild festgelegt ist.

Legen Sie zunichst ein geeignetes Koordinatensystem
fest.

10. Beantworten Sie die Frage: ,Was ist eine Gerade?”
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7. Geometrisches Wachstum (25 Punkte):

Aulgaben
[3910 _ 3
(? leOD-i’g:F Q\n :13 OOO 4% 1/01 |
a) In einer Gemeinde fallen im ersten Jahr nach der Fertigstellung einer Miilldeponie 13000 m3
Miill an, im zweiten Jahr 13910 m3. Das Wachstum der anfallenden Miillmenge erfolgt geo-

metrisch. Insgesamt bietet die Miilldeponie Raum fiir 1700000 3 (die Summe aller Miillmengen).
Nach wie vielen Jahren muss die Deponie geschlossexi werden?
¢t

Origiual - Klausol -

h E/No

b) Berechnen Sie: / T 4-9
10 © ; g\k &/ 2 ¢ Z 1 2.5 £ .
Z4k, Z(—g> = z(_s') - f_f‘{’ 5_ = i_<—;> 'i{"'r_ :F :—
- - N 7 |
c) Gegeben ist die folgende Quadratetreppe. Das #uflere Quadrat hat die Seitenlénge 1 und die _ é Bt -;-'_ = —3—— 37

Quadrate werden in jedem Schritt halbiert. Berechnen Sie den Umfang der schraffierten Flache,

wobei der Prozess gegen Unendlich gedacht ist.
) : L ///
ROICRGINEN
h-1

:L/<zw4> =Y

1
d A
2

_

7.

Z .

Viel Erfolg © :)

9. Konvergenz von Folgen (25 Punkte):

vergenz. Begriinden Sie dabei Thre Vorgehensweise.
n
hm( ) ; 1imVn+\/1_z—\/n-—\/'ﬁ
n—0Q n—00

b) Stellen Sie das Monotoniekriterium anhand der Folge an dar.

a) Untersuchen Sie auf Kon

n+2
n—2

. nd+1
n—oo n2 + 3’

2n

—

g

c) Zeigen Sie, dass fast alle Folgeglieder der Folge von b) in jeder Umgebung von 2 liegen. Wie
viele Folgeglieder liegen auBerhalb des Intervalls ]1.9 217
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3. Umkehrbarkeit (25 Punkte): \ @
bijektiv
a) Geben Sie ohne Begriindung an, ob die folgenden Funktionen injektiv, surjektiv oder bijektiv
sind. Es gilt
A := {Peter, Corinna, Lucas, Tim} B := {Netflix, Sky, Prime, Dazn}
Die Funktion f: A — B ordnet jedem Familienmitglied ein Abo zu.
® Peter hat ein Abo von Netflix, Corinna eines von Sky, Lucas besitzt ein Abo von Prime
und Tim von Dazn
e Peter hat ein Abo von Prime, Corinna besitzt ein Abo von Sky, Lucas und Tim teilen sich
ein Abo van Netfiv
mussen gleichmachtig sein
b) Da Tim zuhause ausgezogen ist, gilt jetzt A := {Peter, Corinna ;Lucas}. Begriinden Sie,
weshalb die Funktion f : A — B nicht umkehrbar sein kann. .

c) Skizzieren Sie den Graph der Umkehrfunktion in das Koordinatensystem.

| -l co 5k /- 0cof

d) Geben Sie einen Definitionsbereich und einen Wertebereich an, sodass die ktion f mit

dem T
em Term f($)=2+(__13_)2 \/\/1 \y M
s e

2
umkehrbar ist. Geben Sie den Term f~!(z) explizit an.

>
RIS AN S X

D

Welche Monotonie hat f~! in |3, 0o[? Eine Begriindung reicht.

%l;fyé wn D/ :>%c’yﬁ i D iy

4

S&c 6{?2 (,wna/8=2+(’x—;7)2 %

&2 %—2 = @.3)

. li(j)/ 3~ / (g




4. Vektorrechnung (25 Punkte):

a) Die Menge M beschreibt einen Untervektorraum in R

e
5 M=

| a,b,€R §|R

e oo KR

Geben Sie eine Basis und die Dimension von M an. Beweisen Sie, dass die Basisvektoren linear

unabhangig sind.

b) Gegeben ist die(Geradenschar)g, mit

2 5
g =To(r) = (1 ) +7- (—a)
—a a

e Welche besondere Lage hat g, fiir a =0
o Fiir welchen Wert a ist R(—18|5] — 5) ein Punkt von ga.
c) Die Vektoren 7,7 sind nicht kollinear. Stellen Sie den gemeinsamen Punkt der Geraden

QE?(T)=7+T'Q, h.’—:?(r)=2-ﬂ+r-?

als Linearkombination von o,V dar.
Viel Erfolg Q :)
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